MODELES MINIMAUX POUR LES DG-ALGEBRES
PSEUDO-COMPACTES COMPLETES
(D’APRES VAN DEN BERGH)

SIMON RICHE

INTRODUCTION

Soit k un corps, et [ une k-algébre séparable ! de dimension finie.

L’objectif de ces notes est d’exposer la preuve d’un résultat de Van den
Bergh (|[VdB, Appendix A]) concernant l'existence et 'unicité d’un mo-
déle minimal pour les [-dg-algébres augmentées pseudo-compactes complétes.
L’outil principal de cette preuve est le formalisme bar-cobar.

Le langage naturel pour traiter ces questions est la théorie des catégo-
ries de modeéles. Pour simplifier ’exposition, nous avons cependant décidé
de ne pas utiliser cette théorie dans ces notes, sauf pour quelques remarques
dont la lecture peut étre omise. L’annexe A rappelle les principales défini-
tions de base de cette théorie, pour les lecteurs non spécialistes désireux de
comprendre ces remarques.

Tous les énoncés pour lesquels aucune référence n’est indiquée sont dé-
montrés dans [VdB|.

Notations. On notera [¢ := | ® [°P. Le produit tensoriel ® sans indice
désignera le produit tensoriel sur [.
On utilisera la régle des signes de Koszul : (f®@g¢)(z®y) = (=1)l92 f(z)®
g(y) si f, g sont des applications graduées et x,y des éléments homogeénes.
On notera ¥ le décalage cohomologique. Si x est un élément de X, on
notera sx 1’élément x vu dans 2 X.

1. FORMALISME BAR-COBAR “CLASSIQUE”

Les références principales pour cette partie sont [Le, Po].

1.1. Localisation des catégories. Dans ce paragraphe, nous fixons un uni-
vers, et ne considérons que les catégories petites pour cet univers. Si .# et
A sont des catégories, nous noterons Hom(.#, .4") la catégorie des foncteurs
de .# dans A4".

Soit % une catégorie, et S un sous-ensemble de I’ensembles des morphismes
dans €. Une localisation de € par rapport ¢ S est la donnée d’une catégorie
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1. Rappelons qu’une algébre ! sur k, de dimension finie, est séparable si pour toute
extension K de k, l'algébre K ®x [ est semi-simple. Si [ est séparable, alors en particulier [
est une algébre de Frobenius symétrique (voir [Bo, p. 49]), donc il existe un isomorphisme
de | ®k I°P-modules | = Homy (1, k).
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S™1€ et d'un foncteur Lg : € — S™1¥ tels que pour toute catégorie 2, la
composition avec Lg

Hom(S™1%¢,2) — Hom(¥,2)

est pleinement fidéle, et son image essentielle est la sous-catégorie donnée par
les foncteurs F' : € — 2 tels que F(s) est un morphisme inversible pour tout
s € S. Puisqu’elle est définie par une propriété universelle, une localisation,
si elle existe, est unique a équivalence preés, cette équivalence étant unique a
un unique isomorphisme prés.

L’existence d’une localisation est démontrée dans [GZ, §1.1] (voir aussi
[To, §2.1]). Cette démonstration est constructive : les objects de S~!% sont
les mémes que ceux de €, et les morphismes de M a N sont les diagrammes

S1 Sn—1

My —= <M, —>N

M M,y

ou les s; sont dans .S, modulo certaines relations. Mais cette description
est peu utile en pratique, car trop compliquée. Dans le cadre des catégories
triangulées (et quand S vérifie de bonnes propriétés), la théorie de Verdier
donne une description plus intéressante de la localisation. Mais les catégories
qui nous intéressent dans ces notes (par exemple la catégorie des dg-algébres)
ne sont pas toutes triangulées. Un des intéréts de la théorie des modéles (due
a Quillen, et dont nous rappelons quelques aspects en annexe) est de donner
une description plus utile de la localisation dans un cadre qui s’applique a
ces catégories.

1.2. Dg-algébres et dg-cogébres augmentées.

1.2.1. Dg-algébres. On notera Alg(l) la catégorie des I-dg-algébres augmen-
tées. Ses objets sont les [-dg-algébres A munies d’un morphisme de dg-
algébres € : A — I, qui définit une décomposition A =1 @ A, oit A = ker(¢)
est stable par d4. Les morphismes de A vers B sont les morphismes de
dg-algébres compatibles avec les augmentations; en d’autres termes les mor-
phismes qui envoient A dans B. Notons que le foncteur A — A induit une
équivalence de catégories de Alg(l) vers la catégorie des I-dg-algébres non

unitaires. On notera M(”) A" S A le morphisme induit par la multiplica-
tion.

Si V' est un [°-module, I'algébre tensorielle
TV = P Ve,

n>0
munie de son produit habituel, est une algébre augmentée, et son idéal
d’augmentation est T}V = @,,~, V®". Pour simplifier, on pose TV =
T,V. Si V est gradué, alors T}V peut étre munie de la graduation telle que
deg(v1 ® -+ - ®@wy) = deg(vy) + - - - + deg(vy,). Le résultat suivant est évident,
et vrai dans un contexte plus général (voir [Le, Lemme 1.1.2.1]).

Lemme 1.2.1 (Propriété universelle de 1’algébre tensorielle). (1) Soit A
une l-algébre augmentée graduée. L’application qui ¢ un morphisme
de l-algebres augmentées graduées T}V — A associe sa restriction
V — A est une bijection des morphismes de l-algébres augmentées
T,V — A wvers les morphismes de 1°-modules gradués V — A. Son
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inverse est Uapplication qui 6 f : V — A associe le morphisme dont
la restriction a VO™ est donnée par

®n —® (n)
en —>f AT LA
pour tout n > 1.

(2) L’application qui & une derivation de degré 1 de l-algébre augmentée
graduée d : T}V — T}V associe sa restriction V. — T;V est une
bijection des derivations de l-algebre augmentée graduée de degré 1
vers les morphismes de 1°-modules gradués V — T,V de degré 1. Son
inverse est Uapplication qui o f : V. — T,V associe la dérivation dont
la restriction a VO™ est donnée par

Zi Id®i®f®1d®n717i (

_ (n) __
yen V)" BTy

pour tout n > 1.

1.2.2. Dg-cogébres. Dualement, nous noterons Cog(l) la catégorie des I-dg-
cogebres augmentées. (La différentielle d est supposée compatible avec I’aug-
mentation, au sens ot d(1) = 0 et e od = 0.) Soit C une telle dg-cogebre.
On notera C le conoyau de 'augmentation n : I — C, de sorte qu’on a un
isomorphisme naturel C' = [ & C. Notons AM . T — " le morphisme
induit par la comultiplication, et soit C',) = ker(A(™), de sorte qu’on a une
filtration
6[1] Cé[g] c---cC.
On dit que C est cocompléte si le morphisme naturel

lim é[n} — C
—>

est un isomorphisme. On notera Cogc(l) la sous-catégorie pleine de Cog({)
des dg-cogébres cocomplétes.

Si V est un [*-module, 'algébre tensorielle T}V a aussi une structure na-
turelle de cogébre augmentée compléte, ou la comultiplication est définie

par
n

AW @ @vp) = Y (1@ @) ® (Vi1 @ @ vp).
i=0
Son co-idéal d’augmentation est T;V. Si V est gradué, alors T}V peut étre
muni de la graduation telle que deg(vy ® -+ ®vy,) = deg(vy) + - - - + deg(vy,).
Pour n > 1, on notera p,, : T;V — V®" la projection naturelle. Le résultat

suivant est évident, et vrai dans un contexte plus général (voir |Le, Lemme
1.1.2.2]).

Lemme 1.2.2 (Propriété universelle de la cogeébre tensorielle). (1) Soit
C une l-cogébre augmentée graduée cocompléte. L’application qui a
un morphisme de l-cogébres augmentées graduées ¢ : C — T;V asso-

cie la composition C 2, T,V 25V est une bijection des morphismes
de l-cogebres augmentées graduées C — TV wvers les morphismes
de 1°-modules gradués C — V. Son inverse est l'application qui a
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f : C — V associe le morphisme C — T}V tel que la composée
C > T,V 2 von est donnée par

— A 6®n f®n

C yen

pour tout n > 1.

(2) L’application qui & une codérivation de l-cogébre graduée d : T}V —
T,V de degré 1 compatible avec l'augmentation associe la composi-
tion T,V 4, T,V 25 V est une bijection des codifférentielles de
l-algébre graduée de degré 1 compatibles avec l'augmentation vers les
morphismes de 1°-modules gradués T;V — V de degré 1. Son inverse
est Uapplication qui o f : T}V — V associe la codérivation d telle

que la composition TV 4, T,V 2% Ve est donnée par

Am) )®n >, [d® iR fRldon—1-¢ yon

TV =—= (TlV

pour tout n > 1

Remarque 1.2.3. Dans ’énoncé (1), la condition que C' est cocompléte

assure que pour tout ¢ € C, A(”)(c) = 0 pour n assez grand, et donc ¢(c)
sera bien dans T}V C [, V"

1.3. Constructions bar et cobar.

1.3.1. Définitions. Soit A un objet de Alg(l). La construction bar de A est
la dg-cogébre augmentée BA := T;(XA), ou la codifferentielle d est telle que

les composées d,, : (LA)®" — T(LA) 4 T(SA) 25 $4 sont données par
di(sa) = —sd(a)
da(sa @ sb) = (—1)ls(ab)
dp, = 0 sin>3
pour a,b € A (voir Lemme 1.2.2). Cette construction définit un foncteur
B : Alg(l) — Cogc(l).

Soit maintenant C' un objet de Cog(l). La construction cobar de C est la
dg-algébre augmentée QC := Tj(X~1C), ot la différentielle est telle que

d(s7te) = —s7ld(c) + (—1)|C<1>|(s_1c(1) ® 5 'e)
pour ¢ € C (voir Lemme 1.2.1). Cette construction définit un foncteur
Q: Cog(l) — Alg(l).
1.3.2. Cochaines tordantes. On peut donner une interprétation plus intrin-

séque de ces constructions, comme suit. Soient A un objet de Alg(l), et C
un objet de Cog(l). Alors le complexe de k-espaces vectoriels

Homle (6, Z)
peut étre muni d’un produit de convolution *, tel que f * g est la composée

A e
N o R Ny O Sy Wiy
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Une cochaine tordante est un élément 7 de Homje(C, A), de degré 1, qui
vérifie I’équation de Maurer—Cartan

d(t)+7*x17=0.

On note Tw(C, A) le k-espace vectoriel des cochaines tordantes.
Alors il découle du Lemme 1.2.2 que, si A est dans Alg(l), le foncteur

Tw(—, A) : Cogc(l) — Vect(k)

est représentable par BA. De méme, il découle du Lemme 1.2.1 que, si C est
dans Cog(() le foncteur

Tw(C, —) : Alg(l) — Vect(k),

est représentable par QC. En particulier, les foncteurs 2 : Cogc(l) — Alg(l)
et B : Alg(l) — Cogc(!) sont adjoints; il existe donc des morphismes naturels

(1.3.1) QBA — A, C — BQC
pour A dans Alg(l) et C' dans Cogc(l).

1.3.3. Equivalences faibles. Nous appellerons équivalences faibles dans la ca-
tégorie Alg(l) les morphismes qui sont des quasi-isomorphismes, et nous no-
terons Ho(Alg(1)) la localisation de la catégorie Alg(l) par rapport aux équi-
valences faibles.

Nous appellerons équivalences faibles dans Cogc(l) les morphismes f :
C — (' tels que Qf : QC — QC’ est un quasi-isomorphisme de dg-algébres.
(Notons que toute équivalence faible est un quasi-isomorphisme, mais que
la réciproque n’est pas vrai, voir |Le, §1.3.5].) Nous noterons Ho(Cogc(()) la
localisation de la catégorie Cogc(l) par rapport aux équivalences faibles.

Le résultat suivant est contenu dans |Le, Théoréme 1.3.1.2].

Théoréme 1.3.2. Les foncteurs Q) et B induisent des équivalences quasi-
inverses l'une de l'autre entre Ho(Alg(l)) et Ho(Cogc(l)). En particulier, les
morphismes (1.3.1) sont des équivalences faibles.

Remarque 1.3.3. (1) Hinich a démontré que la catégorie Alg(l) peut
étre munie d’une structure de catégorie de modéles telle que
— les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes ;
— les fibrations sont les morphismes surjectifs
(voir [Le, 1.3.1.1] ou [Po, §9.1]). Pour cette structure, tous les objets
sont fibrants.

(2) De méme, Lefévre a démontré qu’il existe une structure de catégorie
de modeéles sur Cogc(l) telle que
— les équivalences faibles sont les morphismes f : C — C’ tels que
Qf : QC — QC' est un quasi-isomorphisme ;
— les cofibrations sont les morphismes injectifs
(voir |Le, Théoréme 1.3.1.2|). Pour cette structure, tous les objets
sont cofibrants.

(3) 1l est démontré dans [Le, Proposition 1.3.5.1] que si C et C’ sont des
objets de Cogc(l) concentrés en degrés > 0, un morphisme f : C — C’
est une équivalence faible ssi ¢’est un quasi-isomorphisme.
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2. EXISTENCE D’UN MODELE MINIMAL

2.1. Algébres et cogébres pseudo-compactes. Un k-espace vectoriel to-
pologique est dit pseudo-compact s’il est complet et si sa topologie est engen-
drée par des sous-espaces vectoriels de codimension finie. On notera PC(k)
la catégorie des tels espaces vectoriels (les morphismes étant supposés conti-
nus). En particulier k, muni de la topologie discréte, est un objet de PC(k).
Il existe des anti-équivalences quasi-inverses 'une de 'autre

D Vect(k) — PC(k) D PC(k) — Vect(k)
) \% —  Homy (V. k) ' Vv = HomPC(k)(V7k)

ou, pour V' dans Vect(k), la topologie sur D(V') est engendrée par les noyaux
de D(V) — D(V"), ot V' parcourt les sous-espaces vectoriels de V' de dimen-
sion finie.

La catégorie PC(k) est munie d’une structure monoidale, ot pour V et W
dans PC(k) on pose

VoW = DDV) e DW)).

(1l ’agit donc d’un “produit tensoriel complété”.)

De méme, on définit la catégorie PCGr(k) des k-espaces vectoriels pseudo-
compacts gradués comme les suites (V;);ez d’objets de PC(k). On notera
cette suite [[, Vj. Cette catégorie est naturellement anti-équivalente a la ca-
tégorie des k-espaces vectoriels gradués. La structure monoidale sur cette
catégorie est définie en conjugant par D le produit tensoriel des espaces vec-
toriels gradués. De fagon plus concréte on a

(2.1.1) Vi (Wy); = (J] ViewW;),
itj=k

On définit ensuite les algébres et modules pseudo-compacts comme étant
les algebres et modules dans la catégorie PC(k). Comme la multiplication est
supposée continue, pour se donner une structure d’algébre pseudo-compacte
sur un objet A de PC(k), il suffit de se donner une multiplication A®x A — A
associative et distributive, ot ®j est le produit tensoriel habituel. De méme,
on définit les dg-algébres, dg-modules, dg-cogébres, dg-comodules pseudo-
compacts en utilisant la catégorie PCGr(k). Il s’agit des notions duales (au
sens de D) des notions de dg-cogebre, dg-comodule, dg-algébre, dg-module
sur k.

On notera PCAIlg(1), respectivement PCAlgc(1), la catégorie des dg-algébres
augmentées pseudo-compactes, respectivement des dg-algébres augmentées
pseudo-compactes complétes. 11 s’agit des catégories duales des catégories
Cog(1), respectivement Cogc(l). On définit de méme la catégorie PCCog(1).

2.2. Formalisme bar-cobar dans le cas pseudo-compact. Le forma-
lisme bar-cobar dans le cas pseudo-compact est obtenu simplement en “dua-
lisant” le formalisme classique (voir §1.3). Plus précisément, si A, respecti-
vement C, est un objet de PCAlg(l), respectivement PCCog(l), on pose

BPC4 = DODA,
OP¢C = DBDC.
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SiV est un objet de PCGr(I€), son algébre tensorielle est définie par la formule

flV = H yen,

n>0

(Ainsi, la composante de degré n de ﬁV est le produit des composantes
de degré n dans tous les V" ces derniers étant définis par (2.1.1). De
facon équivalente on a T}V = D(T;(DV)).) Il s’agit d’'une [-algebre et [-
cogebre pseudo-compacte graduée augmentée. Alors on a BPCA = ﬁ(EZ) et
QPco = ﬁ(Eilé), ot les différentielles sont définies comme dans la partie
1.

Les foncteurs

BPC . PCAIgc(l) — PCCog(l), QPC:PCCog(l) — PCAlgc(l)

sont adjoints. En particulier, pour A dans PCAlgc(l) et C' dans PCCog() il
existe des morphismes d’adjonction

(2.2.1) QP BPCA - A, C — BPCQPCC.

On appellera équivalences faibles dans la catégorie PCAlge(l), respective-
ment PCCog(l), les morphismes f tels que Df est une équivalence faible dans
Cogc(l), respectivement Alg(l). De fagon équivalente, les équivalences faibles
dans PCCog(!) sont les quasi-isomorphismes. Pour PCAlgc(l), un morphisme
f est une équivalence faible ssi BPCf est un quasi-isomorphisme. On no-
tera Ho(PCAlgc(l)) et Ho(PCCog(!)) les localisations correspondantes. Alors
les foncteurs QFC et BPC induisent des équivalences quasi-inverses l'une de
Iautre

Ho(PCAlgc(l)) = Ho(PCCog(l)).

En particulier, les morphismes dans (2.2.1) sont des équivalences faibles.

Remarque 2.2.2. On peut équiper la catégorie PCAlgc(l), respectivement
PCCog(l), de la structure de catégorie de modéles duale de celle de Cogc(l),
respectivement Alg(l).

2.3. Algébres A, et modéle minimal.

2.3.1. Définitions. Une l-algébre A~ (non-unitaire) est un [°-module gradué
A muni d’applications
my, : A" — A

de degré 2 — n pour tout n > 1, qui vérifient les relations

> (=1 Mmyp gy 0 (1% @ me @ 1d%7) =0
r+s+t=n

pour tout n > 1.

Un morphisme de l-algébres A est une collection de morphismes de [°-
modules

A®" - B

de degré 1 — n pour tout n > 1, qui vérifient certaines relations (voir |Le,
§1.2.1]). On peut définir la composition des morphismes de [-algébres A,
de sorte qu’on obtient une catégorie Alg (1) (voir [Le, §1.2.2]).

En particulier, les relations pour les applications m,, impliquent que m; est
une différentielle sur A (i.e. mjom; = 0), et une dérivation pour 'application
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ma (i.e. my ome = mg o (my ® Id + Id ® my)). On considérera my comme
une multiplication. Elle n’est pas associative en général, mais I'application
induite par mg sur la cohomologie H®(A,m1) est associative (de sorte que
my est associative si m; = 0). En particulier, H*(A, m1) est une l-algébre
graduée (non unitaire). Tout morphisme de l-algébres Ao, f : A — B induit
un morphismes d’algébres graduées H*(f) : H*(A) — H*(B). On dira que
f est un quasi-isomorphisme si H*(f) est un isomorphisme.

2.3.2. Construction bar. La donnée d’une structure de [-algébre A, sur A
est équivalente a la donnée d’une [-codérivation de degré 0 et de carré nul
sur T}(XA), compatible avec 'augmentation. En effet, introduisons les iso-
morphismes

{ Homle (A®n, A) — Homle ((ZA)@’H,, ZA)

my, = by 1= —somyo(s71)®n

pour tout n > 1. La collection (by,),>1 définit, d’aprés le Lemme 1.2.2, une
codérivation b sur l'algeébre tensorielle T;(XA) compatible avec 'augmenta-
tion et, réciproquement, toute telle codérivation définit une famille d’applica-
tions (mp)n>1. Alors on a le résultat suivant, di & Stasheff (voir |Le, Lemme
1.2.2.1)).

Lemme 2.3.1. Les applications (my,)n>1 munissent A d’une structure d’al-
gebre Ao ssi la codérivation b vérifie bo b = 0.

En particulier, si A est une [-algébre A, (non unitaire), alors on a une
structure naturelle de [-dg-cogeébre augmentée cocompléte sur 73(XA). On
notera cette dg-cogébre EA et on 'appellera la construction bar de A.

De fagon analogue, a un morphisme de l-algebres A f: A — A’ on peut
associer un morphisme de [-dg-cogébres B f: BA — BA’ et inversement.
On obtient ainsi un foncteur

B : Alg®_(1) — Cogc(l)
qui est pleinement fidéle (voir [Le, p. 29]).

2.3.3. Quelques résultats générauxr. Nous aurons besoin de deux résultats
“classiques” de la théorie des algébres A,,. Tout d’abord, le résultat suivant
est prouvé dans [Le, Corollaire 1.4.1.4].

Proposition 2.3.2. Soit (A, m1,ma,---) un objet de Alg>,(1). Il existe une
structure de l-algébre Ao sur H®(A), dont on notera mi,mb,--- les ap-
plications, telle que m = 0 et ml est Uapplication induite par ma, et un
quasi-isomorphisme de l-algébres Aoo H®*(A) — A qui induit [identité en
cohomologie.

Une telle structure sur H®(A) sera appelée un modéle minimal pour A.
La structure A, décrite dans la proposition est unique & isomorphisme pres,
mais n’est pas canonique.

Nous aurons besoin également du résultat suivant, démontré dans [Le,
Corollaire 1.3.1.3].

Lemme 2.3.3. Soient A et A’ deux objets de AlgS (1). Si f : A — A’ est un
quasi-isomorphisme, il existe un quasi-isomorphisme g : A" — A qui induit
Vinverse de H*(f) en cohomologie.
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D’aprés ce lemme, la relation sur Alg® (1) définie par : “A ~ A’ ssi il
existe un quasi-isomorphisme de l-algébres Ao, A — A" est une relation
d’équivalence. On dira que A et A’ sont quasi-isomorphes si elles sont dans
la méme classe d’équivalence pour cette relation.

Remarque 2.3.4. Pour démontrer le Lemme 2.3.3, on utilise tout d’abord
que le foncteur B est pleinement fidéle. Puis I'argument principal est le fait
que si A est dans Alg®, (1), lobjet BA de Cogc(l) est fibrant (et également
cofibrant, comme tout objet de Cogc(l)), ce qui permet d’appliquer la Pro-
position A.2.1.

2.3.4. Algébres Aso augmentées. On définit de fagon naturelle la notion de
l-algébre A,, augmentée : un tel objet A est une [-algébre A,, munie d’une
décomposition A =1 @ A telle que A est une sous-l-algébre A, et telle que
mi(1) =0, ma(1,a) =ma(a,1) =a, my(---,1,---) =0sin > 3. On définit
de méme les morphismes de [-algébres A, augmentées, et on note Alg, (1) la
catégorie obtenue, qui est naturellement équivalente a la catégorie Alg® (1).
On notera BA la [-dg-cogébre augmentée BA. Notons que la donnée de la
codifférentielle sur BA est équivalente a la donnée de la structure de l-algébre
Ao augmentée sur A. De méme que ci-dessus, on obtient ainsi un foncteur
pleinement fidéle

(2.3.5) B : Alg (1) — Cogc(l).
Notons que la catégorie Alg(l) s’identifie & une sous-catégorie (non pleine!)
de Alg, (). De ce point de vue, la construction bar pour les algébres Ao,

prolonge la construction bar pour les dg-algébres (ce qui justifie 'emploi du
méme symbole). On a donc obtenu le diagramme suivant :

Alg. (1
/ -
B
Alg(1) ] Cogc(l)
Dil 211@
QPC
PCCog(1) PCAlgc(1).

BPC

2.3.5. Construction bar et quasi-isomorphismes.

Lemme 2.3.6. Pour tout quasi-isomorphisme de l-algébres Ao augmentées
A — A, le morphisme BA — BA' est une équivalence faible dans Cogc(l).

Démonstration. Commencons par rappeler un fait général. Soit A une I-
algeébre A augmentée. Par adjonction (voir (1.3.1)) appliquée & BA, il existe
un morphisme BA — BQBA dans Cogc(l). Comme B est pleinement fidéle
(voir (2.3.5)), ce morphisme définit un morphisme dans Alg (1)

(2.3.7) A — QBA.

(Ici QBA est un objet de Alg(l), vue comme sous-catégorie de Alg.(1).)

D’aprés |Le, Lemme 2.3.4.3], ce morphisme est un quasi-isomorphisme.
Revenons maintenant a la preuve du lemme. On doit démontrer que le

morphisme de dg-algébres QBA — QBA’ est un quasi-isomorphisme. Ce
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morphisme s’inscrit dans le diagramme commutatif d’objets de Alg (1) sui-
vant :

A A
QBA— QBA'.

Le morphisme sur la premiére ligne est un quasi-isomorphisme par hypothése,
et les morphismes verticaux le sont aussi d’aprés le fait rappelé au début de la
preuve. Il en est donc de méme pour le morphisme sur la deuxiéme ligne. [J

2.4. Modéles minimaux pour les objets de PCAlgc(l). Si A est un objet
de PCAlgc(l), on définit son dual de Koszul par la formule

A = ODA.
Il s’agit donc d’un objet de Alg(l) (non pseudo-compact).
Proposition 2.4.1. Soit A dans PCAlgc(l). 1l existe une équivalence faible
QP‘DA' =DBA' — A

De plus, on peut remplacer A' par toute l-algebre Aso augmentée quasi-
isomorphe a A'.

Démonstration. On a
QPCDA! — QPCBPCA.

En appliquant la premiére équivalence faible dans (2.2.1), on obtient 1’équi-
valence faible

|
oPpA' — A
Le deuxiéme énoncé de la proposition est une conséquence immédiate du

Lemme 2.3.6 (voir également le Lemme 2.3.3). O

On obtient finalement comme corollaire de ce résultat 'existence d’un
modéle minimal.

Théoréme 2.4.2. Soit A dans PCAlgc(l). Il existe un objet W de PCGr(l1°),

une différentielle d sur IA}W telle que d(W) C leZW, et une équivalence
faible

(Tiw.d) — A
dans PCAlgc(l).

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe de la Proposition
2.4.1 : il suffit de choisir W tel que { @ X~!DW est un modéle minimal pour
A', vu comme objet de Alg.(1). O

3. UNICITE DU MODELE MINIMAL

3.1. Equivalences faibles pour les dg-modules et dg-comodules.
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3.1.1. Cadre classique. Soit A un objet de Alg(l), et soit DGMod(A) la ca-
tégorie des A-dg-modules. On appellera équivalence faible dans DGMod(A)
tout quasi-isomorphisme de dg-modules. On notera Ho(DGMod(A)) la loca-
lisation de DGMod(A) par rapport aux équivalences faibles.

Si C est un objet de Cogc(l), on notera DGComod(C) la catégorie des C-
dg-comodules. On appellera équivalence faible dans DGComod(C') tout mor-
phisme dont le cone est acyclique, c’est-a-dire appartient a la plus petite
sous-catégorie triangulée de la catégorie homotopique des C-dg-comodules
qui contient les complexes totaux de suites exactes courtes et est stable
par les sommes directes arbitraires. En particulier une équivalence faible est
un quasi-isomorphisme, mais la réciproque est fausse en général (sauf sous
certaines conditions sur les degrés, voir [VdB, Lemma A.2.1]). On notera
Ho(DGComod(C)) la localisation de DGComod(C') par rapport aux équiva-
lences faibles.

Remarque 3.1.1. Les équivalences faibles considérées ci-dessus font partie
de structures de catégories de modéles sur les catégories correspondante,
qu’on peut définir dans un cadre plus général.

(1) Soit A une dg-algebre. Alors il existe une structure de catégorie de
modeles sur DGMod(A) telle que
— les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes ;
— les fibrations sont les morphismes surjectifs.
On pourra consulter [Po, §8.1] pour une preuve du fait que ces don-
nées définissent une telle structure, et pour une description des cofi-
brations.

(2) Soit maintenant C' une k-dg-cogébre. Alors il existe une structure de
catégorie de modéles sur DGComod(C') telle que

— les équivalences faibles sont les morphismes dont le cone est
acyclique ;

— les fibrations sont les morphismes surjectifs dont le noyau est
injectif comme C-comodule gradué (c’est-a-dire quand on oublie
la différentielle) ;

— les cofibrations sont les morphismes injectifs.

L’existence d’une telle structure est démontrée dans [Po, §8.2].

3.1.2. Cadre pseudo-compact. Si A est un objet de PCAlgc(l), on notera
PCDGMod(A) la catégorie des A-dg-modules pseudo-compacts. Cette ca-
tégorie est anti-équivalente (via D) & la catégorie DGComod(IDAP). On dira
qu’un morphisme f est une équivalence faible dans PCDGMod(A) si Df est
une équivalence faible dans DGComod(DA°P). On notera Ho(PCDGMod(A))
la localisation de PCDGMod(A) par rapport aux équivalences faibles. Cette
catégorie est anti-équivalente & Ho(DGComod(IDA°P)).

De méme, si C' est un objet de PCCog(!), on notera PCDGComod(C')
la catégorie des dg-comodules pseudo-compacts sur C. Cette catégorie est
anti-équivalente (via D) a la catégorie DGMod(IDCP). On dira qu'un mor-
phisme f est une équivalence faible dans PCDGComod(C) si Df est une
équivalence faible dans DGMod(IDC®P) ou, de fagon équivalente, si f est
un quasi-isomorphisme. On notera Ho(PCDGComod((C')) la localisation de
PCDGComod(C') par rapport aux équivalences faibles. Cette catégorie est
anti-équivalente & Ho(DGMod(DC°P)).
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Remarque 3.1.2. Comme précédemment, les équivalences faibles considé-
rées ici font partie de structures de catégories de modéles, qu’on peut obtenir
en dualisant les structure considérées précédemment sur DGComod(IDA°P) et
DGMod(DC®P) (voir §3.1.1).

3.2. Dualité de Koszul.

3.2.1. Cadre classique. Soit C' un objet de Cogc(l), et notons A = QC'. En
particulier, il existe une cochaine tordante naturelle 7 € Tw(C, A) (voir
§1.3.2). Si M est un objet de DGComod(C°P) et N un objet de DGMod(A),
on note M ®; N le complexe de k-espaces vectoriels M ®; N, muni de la
différentielle d + d,-, ol
0r = (Idy ® pn) o (Idy ® 7 ® Idn) o (Ap ® Id),

ou puy : A® N — N est Paction et Apy : M — M ® C la coaction. Cette
construction permet de définir un foncteur

R DGMod(A) — DGComod(C)
' N — C®: N

De méme, si M est un objet de DGComod(C) et N un objet de la catégorie
DGMod(A°P), on peut définir un complexe de k-espaces vectoriels N @, M
en ajoutant & la différentielle ordinaire un terme faisant intervenir 7 et les
structure de module et comodule. On obtient ainsi un foncteur

I DGComod(C) — DGMod(A)
) M — AR, N

Les foncteurs L et R sont adjoints. De plus, on a le résultat suivant, prouvé
dans [Po, §6.4].

Théoréme 3.2.1. Soit C' dans Cogc(l), et A= QC.
Les foncteurs L et R induisent des équivalences quasi-inverses l'une de

Uautre entre Ho(DGComod(C)) et Ho(DGMod(A)).

3.2.2. Cadre pseudo-compact. Soit A un objet de PCAlgc(l), et soit C' =
BPCA. Alors, de méme que ci-dessus, on peut définir des foncteurs

RP¢ . PCDGMod(A) — PCDGComod(C)
(en dualisant le foncteur L défini & partir de la cogeébre DAP) et
LPC : PCDGComod(C) — PCDGMod(A)

(en dualisant R), qui induisent des équivalences de catégories quasi-inverses
I'une de 'autre

Ho(PCDGComod(C')) = Ho(PCDGMod(A)).

3.2.3. Description de A'. Comme ci-dessus, soit A un objet de PCAlgc(l).
Pour M et N dans Ho(PCDGMod(A)), on notera

Ext%(M,N) = @D Hompopcpemod(ay) (M, Z"N).
ne”Z

Rappelons qu’on a posé A' = QDA (voir §2.4). En utilisant la dualité de
Koszul on obtient la description suivante.
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Proposition 3.2.2. [l existe un isomorphisme naturel de l-algébres graduées
augmentées

H*(AY =~ BExt®(1,1)°P
(0w le produit sur Ext%(l,1) est le produit de Yoneda).

Démonstration. Démontrons tout d’abord qu’il existe une anti-équivalence
de catégories

® : Ho(PCDGMod(4)) = Ho(DGMod((A')°P)).
Cette équivalence est obtenue en composant les équivalences
Ho(PCDGMod(A)) = Ho(PCDGComod(BPCA)) 2 Ho(DGMod((QD.A)°P))°P.

La premiére équivalence est la dualité de Koszul (voir §3.2.2), et la seconde
est induite par la dualité ID. On vérifie facilement que cette anti-équivalence
vérifie (X)) = X" A' pour tout n € Z.
En utilisant ’équivalence ®, on obtient pour tout n € Z
Ext(1,1) = HompqepcpeMod(a)) (L X"1)

~ —ngl gl

= HomyopMod((atyory) (57" A", A7)

= fn(4),
ce qui prouve le résultat. O

3.3. Unicité du modéle minimal. Soit W un objet de PCGr(I¢), et soit
d une différentielle sur I'algébre graduée pseudo-compacte le compatible
avec 'augmentation. Alors on obtient une structure de [-dg-cogébre augmen-
tée sur D(T,W) = T;(DW). D’apres le Lemme 2.3.1, cette structure induit
une structure de [-algébre A, augmentée sur [ L DW. Cest cette struc-
ture qui est considérée dans I’énoncé suivant.

Théoréme 3.3.1. Soit A un objet de PCAlgc(l). Soient W un objet de
PCGr(1€) et d une différentielle sur l’algébre graduée pseudo-compacte T;W
telle que d(W') C TlZzW, et supposons qu’il existe une équivalence faible

(TW,d) — A
dans PCAlgc(l). Alors il existe un quasi-isomorphisme

!

los'Dw £ 4!
dans Alg . (1).
En particulier, il existe un isomorphisme
W = 2 HDExt3(1,1))
dans PCGr(1¢), et la multiplication ma sur l&X DWW est ['opposé du produit
de Yoneda sur Ext®(l,1).

Démonstration. Par hypothése il existe une équivalence faible ﬁW — A, et
donc une équivalence faible DA — T;(DW) dans Cogc(l). En appliquant €,
on obtient donc (par définition des équivalences faibles dans Cogc(l), voir
§1.3.3) un quasi-isomorphisme

(3.3.2) A= opa L o7 (Dw)
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dans Alg(l).

Comme expliqué avant ’énoncé, on a T)(DW) = B(I ® S~ 'DW), ot | @
Y7IDW est un objet de Alg, (I). On a vu dans la preuve du Lemme 2.3.6
(voir (2.3.7)) qu'il existe un quasi-isomorphisme

(3.3.3) 1oX7'DW — QB @ X 'DW) = QT;(DW)

dans Alg..(I). En comparant les équations (3.3.2) et (3.3.3), on obtient que
les l-algébres Ao, augmentées | @ L 'DW et A' sont quasi-isomorphes.

Le deuxiéme énoncé du théoréme découle du premier en utilisant la Pro-
position 3.2.2 et le fait que, pour la structure A sur [ & X7'DW, on a
m1 = 0 d’aprés I’hypothése sur d. O

ANNEXE A. THEORIE DES MODELES

Nos références principales pour cette partie sont [DS] et [To].

A.1. Définitions. Si .# est une catégorie, on dira qu'un objet X de .#Z est
une rétraction d’un objet Y de .# s’il existe des morphismes i : X — Y
et p: Y — X tels que poi = Idyx. (Par exemple, si .# est abélienne, une
rétraction est un facteur direct.) Si f et g sont des morphismes dans .#, on
dit que f est une rétraction de g si c’est une rétraction dans la catégorie des
morphismes de . 2.

Etant donné un diagramme commutatif

A*f>X

(A.1.1) il &

B>y
dans ., un relévement est un morphisme h : B — X tel que hoi = f et
poh=g.

Fixons maintenant une catégorie 4 dans laquelle les limites et colimites
finies existent. Une structure de catégorie de modéles sur € est la donnée de
trois classes de morphismes :

— les équivalences faibles (notées —),

— les fibrations,

— les cofibrations

qui contiennent chacunes les identités, sont stables par composition, et vé-
rifient les axiomes suivants. (Dans ces axiomes, on dira qu’une fibration est

2. Cette catégorie est la catégorie Hom(Z, #) ou 9 est la catégorie avec 2 objets
A et B et un unique morphisme A — B (en plus des identités de A et B). De fagon
plus concréte, les objets de cette catégorie sont les triplets (X,Y, f) ot X et Y sont des
objets de 4 et f: X — Y est un morphisme dans .#. Les morphismes de (X,Y, f) dans
(X',Y’, f') sont les couples (g,h) ot g: X — X' et h: Y — Y’ sont des morphismes dans
A tels que le diagramme

!
X —Y

soit commutatif.
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acyclique si elle est également une équivalence faible, et de méme pour les
cofibrations.)

(1) Si f, g sont des morphismes composables dans %, et si parmi les
morphismes f, g et g o f deux sont des équivalences faibles, alors le
troisiéme est également une équivalence faible.

(2) Une rétration d’une fibration, respectivement cofibration, respective-
ment équivalence faible, est une fibration, respectivement cofibration,
respectivement équivalence faible.

(3) Etant donné un diagramme comme (A.1.1), un relévement existe
si 'une des deux conditions suivantes est réalisée : soit i est une
cofibration et p est une fibration acyclique, soit ¢ est une cofibration
acyclique et p est une fibration.

out morphisme ans peut se factoriser de deux maniéres :
4) Tout hi d € t factoriser de d ie
f = poi ou i est une cofibration et p une fibration acyclique, et
f =poiouiest une cofibration acyclique et p est une fibration.

Il peut exister plusieurs structures de catégorie de modéles sur une caté-
gorie donnée, et en général il est difficile de démontrer qu’il s’agit bien d’une
telle structure. On pourra consulter [DS| pour des exemples “classiques”.

Notons que, étant donnée une structure de catégorie de modéles sur %, la
classe des cofibrations est uniquement déterminée par la donnée des fibra-
tions et des équivalences faibles, et que dualement la classe des fibrations est
uniquement déterminée par la donnée des cofibrations et des équivalences
faibles (voir [DS, Proposition 3.13|). Pour définir une telle structure, on se
contentera donc parfois de définir équivalences faibles et fibrations, ou équi-
valences faibles et cofibrations.

Comme les limites et colimites finies existent dans &, cette catégorie pos-
séde en particulier un objet initial () et un objet final *. Un objet X de €
est dit cofibrant si 'unique morphisme () — X est une cofibration, et fibrant
si 'unique morphisme X — * est une fibration.

A.2. Catégorie homotopique. Fixons une catégorie ¥ munie d’une struc-
ture de catégorie de modéles.

Soit X un objet de €. Un objet cylindre pour X est la donnée d’un objet
X A I3 de € et d'un diagramme

X|_|X — XATS X

dont la composition est le morphisme Idx +Idx : X U X — X. Un tel objet
n’est en général pas unique.

Deux morphismes f,g : X — Y dans % sont dits homotopes & gauche
'l existe un objet cyclindre X A I pour X tel que le morphisme f 4+ g :
XUX — Y est la composée d’'un morphisme X Al — Y avec le morphisme

X UX — X A1 On note alors f L g. On notera 7!(X,Y’) Iensemble des
classes d’équivalences de Homgy (X, Y") pour la relation engendrée par L. Re-
marquons que si X est cofibrant, alors L est déja une relation d’équivalence
(voir [DS, Lemma 4.7]).

3. Dans le cadre topologique qui a inspiré la théorie des modéles, X A I est le produit
de X avec un intervalle de R, d’ou le choix de la notation.
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Dualement, un objet chemin pour X est la donnée d’un objet X4 de &
et d'un diagramme

X2 x! X xX

dont la composée est le morphisme (Idx,Idyx) : X — X x X. Un tel objet
n’est en général pas unique.

Deux morphismes f,g : X — Y sont dits homotopes a droite s’il existe
un objet chemin Y/ pour Y tel que le morphisme (f,g): X — Y x Y est la
composée d'un morphisme X — Y7 et du morphisme Y/ — ¥ x Y. On note
alors f ~ g. On notera 7" (X,Y) le quotient de I’ensemble Home (X,Y") par
la relation engendrée par ~. Remarquons que si Y est fibrant, alors ~ est
déja une relation d’équivalence (voir [DS, Lemma 4.16]).

Si X est cofibrant et Y est fibrant, alors les relations d’équivalence ~ et L
coincident (voir [DS, Lemma 4.21]). Dans ce cas, on les notera simplement
~. On notera aussi 7(X,Y) pour 7"(X,Y) = 7(X,Y).

La catégorie homotopique de €, notée Ho(%), est par définition la loca-
lisation S™1%, ot S est la classe des équivalences faibles. On notera Ly :
¢ — Ho(%) le foncteur naturel. Le résultat suivant permet de décrire de
fagon utile la catégorie Ho(%') (voir |DS, Proposition 5.11]).

Proposition A.2.1. Soit X un objet cofibrant, et Y un objet fibrant. Alors
le morphisme

Homy (X,Y) — Hompoey)(Ly X, LeY')
défini par Ly est surjectif, et induit un isomorphisme
m(X,Y) = Hompow)(Le X, L¢Y).

Remarque A.2.2. La définition de la catégorie Ho(%") dans [DS] n’est pas
la méme que celle choisie dans ces notes (qui est plutot celle de [To|). L’équi-
valence entre ces deux définitions découle de |[DS, Theorem 6.2].
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