ALGEBRE - LECON 162 : SYSTEMES D’EQUATIONS
LINEAIRES ; OPERATIONS ELEMENTAIRES, ASPECTS
ALGORITHMIQUES ET CONSEQUENCES THEORIQUES

SIMON RICHE

1. COMMENTAIRES DU JURY (RAPPORT 2022)

Dans cette legon, les techniques liées au simple pivot de Gauss constituent I’essen-
tiel des attendus. Il est impératif de faire le lien avec la notion de systeme échelonné
(dont on donnera une définition précise et correcte) et de situer 'ensemble dans le
contexte de ’algebre linéaire, sans oublier la dualité. Un point de vue opératoire doit
accompagner ’étude théorique et 'intérét algorithmique des méthodes présentées
doit étre expliqué, éventuellement en U'illustrant par des exemples simples (ot ’'on
attend parfois une résolution explicite).

Parmi les conséquences théoriques, les candidats peuvent notamment donner des
systemes de générateurs de GL,, (K) et SLy, (K). Ils est aussi pertinent de présenter
les relations de dépendance linéaire sur les colonnes d’une matrice échelonnée qui
permettent de décrire simplement les orbites de 'action & gauche de GL,(K) sur
M, (K) donnée par (P, A) — PA.

S’ils le désirent, les candidats peuvent exploiter les propriétés des systemes
d’équations linéaires pour définir la dimension des espaces vectoriels et obtenir
une description de l'intersection de deux sous-espaces vectoriels donnés par des
systemes générateurs, ou d’une somme de deux sous-espaces vectoriels donnés par
des équations.

De méme, des discussions sur la résolution de systéemes sur Z et la forme normale
de Hermite peuvent trouver leur place dans cette lecon. Enfin, il est possible de
présenter les décompostions LU et de Choleski, en évaluant le cotit de ces méthodes
ou encore d’étudier la résolution de I’équation normale associée aux problemes
des moindres carrés et la détermination de la solution de norme minimale par la
méthode de décomposition en valeurs singulieres.

2. PLAN

2.1. Ce qui doit apparaitre. Etude théorique :
— Explication de la notation matricielle Az = b.
— Description “théorique” des solutions en termes de ker(A).
— Systemes de Cramer et formules associées.
— Théoreme de Rouché-Fontené.

Méthodes “directes” de résolution :

— pivot de Gauss et interprétation en termes d’opérations élémentaires.
— résolution des systeémes triangulaires par remontée.

— décomposition LU.
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— méthode de Cholesky pour les matrices symétriques définies positives.

Méthodes itératives :

— étude théorique de la convergence.

— méthode de Jacobi.

— méthode de Gauss—Seidel.

— criteres (ou exemples) de convergence pour ces méthodes.

Conséquences théoriques :
— générateurs de GL,, et SL,, ; conséquences.
— description des orbites de GL,, pour laction (P, M) — PM.

2.2. Ce qui peut apparaitre. Factorisation QR (méthode directe).
Méthode de relaxation (méthode itérative).
Méthodes de descente/gradient.
Etude détaillée du cas des matrices tridiagonales.
Décomposition de Bruhat.

Résolution d’équations linéaires dans Z". Lien avec la description des groupes
abéliens de type fini.

Théoréme d’Artin en théorie de Galois.

3. QUELQUES QUESTIONS BETES AUXQUELLES IL FAUT ABSOLUMENT SAVOIR
REPONDRE RAPIDEMENT

(1) Comparer la décomposition LU de la matrice *A en fonction de celle de A
(sans oublier la question de lexistence).

(2) Comment passe-t-on de la description d’un sous-espace vectoriel en termes
d’un systeme de générateurs a une description en termes d’équations? Et
inversement ? Conséquences pour la description d’une somme / d’une inter-

section.

4. EXERCICES
4.1. Systéemes linéaires.

Exercice 1. Soit K un corps, et soit L une extension de K.

(1) Montrer que si A € M,, ,,,(K) et b € K", alors le systéme Az = b admet une
solution dans K™ si et seulement si il admet une solution dans L. Quand
cette condition est vérifiée, comparer les dimensions (comme espace affine)
des espaces de solutions sur K et sur L.

(2) Cette propriété est-elle encore vraie pour des équations polynomiales plus
générales ?

(3) Application : montrer que si A € M, (K) les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(a) A est diagonalisable sur K;
(b) A est diagonalisable sur L et toutes ses valeurs propres (sur L) appar-
tiennent a K.

Indication : On pourra interpréter ’existence d’une solution d’un systéme comme
une condition sur le rang de certaines matrices.
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4.2. Décomposition LU.

Exercice 2. (1) Montrer que si k = R ou C, ’ensemble des matrices de GL,, (k)
qui admettent une décomposition LU est un ouvert dense de GL,, (k).

(2) En déduire que toute matrice M de GL, (k) peut s’écrire sous la forme M -
My - M3 avec My et M3 triangulaires inférieures et M triangulaire supérieure.

Indication : pour , on pourra utiliser le fait que les zéros d’une application
polynomiale sont isolés. Pour , on pourra utiliser qu’une intersection d’ouverts
dense est non vide.

Exercice 3. Soit M dans M, (k), et notons A; le déterminant de la matrice
(my,i)1<i,j<i pour tout I < n. Montrer que si M admet une décomposition LU,

alors la diagonale de la composante “U” est (Al, 2—?, SRR AAL )

Référence : [CG, Chap. IV, Ex. B.g].

Exercice 4. Soit k un corps fini.

(1) Quelles valeurs peut prendre le nombre de solutions d’un systeme Az = b
(avec A € M, (k) et b € k™) dans k™ ?

(2) Quel est le nombre de matrices de GL,, (k) admettant une décomposition LU ?
En déduire la probabilité pour quune matrice arbitraire de GL,, (k) admette
une décomposition LU.

(3) Déterminer un équivalent de cette probabilité quand |k| — +o0.
Référence : [CG, Chap. IV, Ex. B.9].

Exercice 5. Montrer que pour toute matrice M de M, (k), il existe une matrice
de permutation P telle que la matrice PM admet une décomposition LU.
(Indication : on pourra raisonner par récurrence sur n.)

Référence : [CGl Chap. IV, Ex. B.11].

Exercice 6. (1) Montrer que si A est une matrice symétrique dont tous les
déterminants principaux sont non nuls, il existe un unique couple (L, D)
ou L est une matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et D
une matrice diagonale tel que

A=L-D-°L.
(2) Donner des formules explicites permettant de calculer D et L par récurrence.
(3) En déduire un algorithme de calcul de la signature de A.
Référence : [Rol, Chap. 5, §8].

Exercice 7 (Inégalité de Hadamard). (1) Montrer que si A € M, (R) et si on
note ses vecteurs colonne X1, ---, X, alors

| det(A)] < T 11Xl
i=1

(Indication : on pourra se ramener au cas ou A est inversible, puis appliquer
la décomposition de Cholesky & “A- A et considérer les coefficients diagonaux.)

(2) Montrer que si les X; sont tous non nuls, l'inégalité est une égalité si et
seulement si X1, ---, X, sont deux a deux orthogonaux.
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(3) Application : Montrer que si A € M,,(R) et si |a; ;| < ¢ pour tous i, j, alors
| det(A)| < ¢"n™/2.

Référence : Pour une autre méthode de démonstration de et (basée sur
le procédé d’orthonormalisation de Schmidt) voir [Go, Chap. 5, §3.3, Théoréme 7].
Pour , voir [Gol Chap. 5, §3.5, exercice 1].

Exercice 8. Une matrice M est dite tridiagonale si ses coeflicients vérifient m; ; =
0 si | — j| > 1. Considérons une matrice M tridiagonale, et notons ses coefficients
sous-diagonaux, resp. diagonaux, resp. sur-diagonaux, as, -+ , @y, resp. by, -, by,
TesSp. €1, ,Cp_1-

(1) Pour & € {0,---,n} on note 0, le déterminant de la k-éme sous-matrice
principale de M. Montrer que cette suite est déterminée par les conditions
suivantes :

do=1, 6 =0by, Op =0bpbp_1 —arcr_10p—2 sik>2.
(2) Calculer la décomposition LU de M en fonction des d; (en supposant que
ces coefficients sont non nuls).

(3) En déduire un algorithme de résolution du systeme Mz = b.
Référence : |[Ci, Théoreme 4.3.2] ou [EFGN2| Ex. 1.39].

Exercice 9. (1) Montrer que 'application envoyant M € GL,(C) sur (Q, R),
ou @ et R sont les matrices apparaissant dans la décomposition QR de M,
est continue. En déduire un homéomorphisme entre GL,,(C) et

n(n—1

Un(C) x €™ % (Rsg)™.

(2) Soit M € GL,(R) une matrice admettant une décomposition LU. Montrer
que si (M;);>0 est une suite de matrices convergeant vers M, alors il existe
Jo tel que M; admet une décomposition LU pour j > jg, et que de plus si
on note M; = L;U; la décomposition LU de M; (pour j > jo), alors les
suites (L;);>j, et (Uj);>j, convergent (vers des matrices qu’on notera L et
U) et que M = LU est la décomposition LU de M. En déduire qu’il existe un
homéomorphisme entre R™"”~1) x (R~ {0})" et un ouvert de GL, (R) (qu'on
explicitera).

Indications : pour on pourra raisonner comme pour la décomposition polaire,
c’est-a-dire utiliser le fait que dans un espace métrique compact, une suite converge
si et seulement si elle n’admet qu’'une seule valeur d’adhérence. Pour , on pourra
raisonner par récurrence sur n et utiliser les formules explicites pour le calcul de la
décomposition LU, cf. par exemple [Se, §8.1].

4.3. Opérations élémentaires sur les lignes et colonnes.

Exercice 10. Soit M € M,, »(k). On appelle pivot d’une ligne non nulle de M le
coeflicient non nul sur cette ligne situé dans la colonne la plus a gauche. La matrice
M est dite échelonnée en lignes si elle vérifie les conditions suivantes :
— si une ligne est nulle, toutes les suivantes sont nulles ;
— le pivot de chaque ligne non nulle est situé strictement plus a droite que les
pivots de toutes les lignes précédentes.
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Une telle matrice est dite réduite si chaque pivot vaut 1, et si les pivots sont les
seuls coefficients non nuls de leur colonne.

Le type d’une matrice est la liste strictement croissante des indices de colonnes
de pivot.

(1) Sij= (j1, - ,Jr), montrer que ’ensemble des matrices échelonnées réduites
en lignes de type j est un sous-espace affine de M, ,,(k), de dimension
T
Z(n_r+i—ji)-

i=1

(2) Montrer que chaque orbite de GL,, (k) pour laction sur M, ,(k) donnée
par (P,M) — P - M contient une et une seule matrice échelonnée réduite.
(Indication : pour lexistence, on pourra utiliser le pivot de Gauss. Pour
I'unicité, on pourra montrer par récurrence sur r que pour tous m,n > r, si
E et E' sont deux matrices échelonnées réduites de rang r et P une matrice

inversible telle que PE = E’, alors E = E’ et P est de la forme <{)T f}) 2

(3) Si K est une extension de k et si My, My € My, ,,(k), montrer que My et
M, different par multiplication & gauche par une matrice de GL,, (k) si et

seulement si elles different par multiplication & gauche par une matrice de
GL, (K).

Référence : [CGL Chap. IV, Théoréme 2.3.1].
Exercice 11. (1) Montrer que deux matrices A, B de My, ,, (k) se déduisent 1'une

l'autre par opérations élémentaires sur les lignes si et seulement si elles ont
meéme noyau.

(2) Montrer que deux matrices A, B de M, (k) se déduisent 'une Pautre par
opérations élémentaires sur les colonnes si et seulement si elles ont méme
image.

(3) Sik est un corps fini, en déduire le nombre d’orbites de action de GL,, (k) sur
I'ensemble des matrices de rang r dans M,, ,, (k) définie par (P, M) — P-M.
(4) Méme question pour I'action définie par (P, M)+ M - P~1.

Exercice 12. Let but de cet exercice est de montrer (en utilisant des opérations
élémentaires) que le groupe SLo(Z) est engendré par les matrices

1 1 1 0
(D) v (1)

On notera G le sous-groupe de SLy(Z) engendré par ces matrices.

(1) En calculant les puissances de U et V, montrer que si une matrice M appar-
tient a G, alors pour tout k € Z la matrice obtenue en effectuant 1’opération
Ly, < Ly + kL5 appartient encore & G, et de méme pour Lo < Lo + kL.

(2) Montrer que si M € SLy(Z) il existe g € G telle que

a b
= (2 2)

avec a # 0 et ¢ # 0, et qu’alors a et ¢ sont premiers entre eux.
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vec et g comme dans la question précédente, et en considérant 1’algo-

3) Avec M et d 1 ti écédente, et idérant 1’'al
rithme d’Euclide appliqué a a et ¢, montrer qu’il existe g1, - , g, € G telles
que g1 -+ - g-gM est de la forme

1 b 0 b
0 a) " \1 a)
(4) Conclure.

Référence : [FGN2, Ex. 3.15].
4.4. Méthodes itératives.

Exercice 13. On dit qu'une matrice A est a diagonale strictement dominante si

pour tout ¢ on a
> Z |a7;’j |
J#i
Montrer que si A est & diagonale strictement dominante, alors les méthodes de
Jacobi et de Gauss—Seidel s’appliquent et convergent.
(Indication : Pour Jacobi on pourra consider la norme || - || . Pour Gauss—Seidel
on pourra étudier les valeurs propres de la matrice M1 N.)

Référence : [Rol, p. 201-202].

|la;,;

5. RESOLUTION EFFECTIVE DE SYSTEMES LINEAIRES

Des références utiles pour cette legon sont [Ci, [Rol [Se]. La plupart des méthodes
considérées ci-dessous ont des variantes “par blocs”, qu’on ne considérera pas pour
simplifier.

5.1. Motivation. Cette lecon est consacrée aux systemes linéaires. Il est bien sir
nécessaire d’expliquer quelques résultats généraux sur ces systemes, et de donner
quelques “conséquences théoriques” ; cependant, le point central de la legon est
d’expliquer comment on résoud ces systeémes en pratique. Cette question est mo-
tivée notamment par des questions d’analyse numérique, comme la “méthode des
différences finies”, dans laquelle on remplace une équation différentielle par une
succession de systémes linéaires (faisant intervenir un grand nombre d’équations
et d’inconnues). Pour mettre en ceuvre cette méthode il faut donc savoir résoudre
rapidement, souvent de fagon approchée, des systéemes comportant un tres grand
nombre d’équations portant sur de nombreuses variables. Les matrices définissant
ces équations ont souvent des formes assez spécifiques (notamment, elles sont “creu-
ses” au sens ou elles comportent beaucoup de 0), ce qui conduit parfois & faire des
hypotheses permettant d’améliorer les techniques utilisées en les adaptant aux si-
tuations rencontrées en pratique.

Pour plus de détails sur ces choses-1a, on pourra consulter [Ci, Chap. 3]. (Il est
important de connaitre ces motivations, et il peut étre utile de le mentionner dans
le plan si on a des choses intéressantes et précises a dire a ce sujet, mais ce n’est
pas indispensable.)

Assez souvent, on se limite aux systemes de la forme

Ax =1
avec A € GL,(k), b € k™ donnés, et z 'inconnue cherchée. (C’est-a-dire qu’on

suppose que la matrice définissant le systéme est carrée et inversible.) On peut
donner plusieurs justifications pour cela :
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(1) on peut toujours ramener un systéme quelconque & un systéme comme ci-
dessus, quitte a “transformer” b en un vecteur dépendant de certains pa-
rametres qu’on peut choisir arbitrairement (c’est le contenu du Théoréeme de
Rouché-Fontené) ;

(2) si k=R ouC (ce qui est le cas principalement étudié), GL,, (k) est dense dans
M,,(k), ce qui peut se traduire concrétement en disant que “pratiquement
toutes les matrices carrées sont inversibles”.

Dans ce cadre ’équation a évidemment une solution unique, donnée par r =
A~'b. En fait, la question du calcul des solutions de Az = b est fortement liée &
celle de A~'. En effet, si on sait calculer A~' alors il suffit de poser x = A~ 'b.
Inversement, la i-eme colonne de A1 est la solution de I’équation Az = e; ot e; est
le i-eme vecteur de la base canonique. Calculer A~! est donc équivalent & résoudre
n systeémes du type Ax = b.

5.2. Méthodes directes. Tout d’abord on considere des méthodes permettant de
calculer la valeur exacte de la solution .

5.2.1. Méthode de Cramer. Cette méthode est basée sur le résultat classique sui-
vant.

Théoreéme 1. Soit k un corps, et considérons A € GL,, (k) et b € k™. Notons, pour

tout j € {1,--- ,n}, A; la matrice obtenue & partir de A en remplacant sa j-eme
colonne par b. Alors le vecteur = A~'b a pour coordonnées :
_det(A4;)
T 7 et (A)

pour j € {1,--- ,n}.

Ce théoreme est équivalent & la formule exprimant l'inverse d’une matrice en
termes de sa comatrice. Il peut avoir un intérét théorique, mais est tres peu efficace
dans la pratique : si on utilise la formule habituelle pour le déterminant, le nombre
d’opérations & effectuer pour calculer z est de Pordre de n?n! (voir [Ral p. 182]), ce
qui n’est pas raisonnable dans les cas pratiques out n est trés grand.

5.2.2. Méthode des pivots de Gauss. Cette méthode est la plus classique des mé-
thodes “raisonnables” pour résoudre un systeme. Elle s’adapte facilement au cas
ou A n’est pas inversible, voire pas carrée. Il est indispensable de présenter cette
méthode dans le plan, si possible de maniere algorithmique (c¢’est-a-dire en donnant
une “recette” qu’on peut suivre de fagon mécanique quelle que soit la matrice
donnée). Pour cela, on pourra consulter [Ro, §5.5] ou [Ci §4.1]. Cette méthode
nécessite de I'ordre de n? opérations pour résoudre un systeme carré de taille n.

Le principe de cette méthode utilise les opérations élémentaires sur les lignes (et
éventuellement les colonnes), et est basée sur ’observation que si M est une matrice
inversible alors le systéme

Ax =10
est équivalent au systeme
(MA)x = Mb

on cherche donc a choisir M de sorte que la matrice M A soit “plus sympathique”
que A.

Ces idées sont intimement liées au fait que le groupe GL,, (k) est engendré par les
matrices de transvection et de dilatations (cf. par exemple [Rol, §5.4]). De fagon plus
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algébrique, on peut également voir cette méthode comme donnant une classification
des orbites du groupe GL,, (k) pour I'action par multiplication & gauche sur M, (k)
(ou plus généralement sur M, ,,(k) si on veut). Pour ce point de vue, on pourra
consulter [CGl §IV.2].

L’avantage principal de cette méthode est qu’elle est complétement générale (pas
d’hypothese sur le corps, ni sur la matrice). Mais pour cette raison elle ne prend en
compte aucune des spécificités de la matrice donnée, et peut donc étre améliorée si
on accepte de faire des hypotheses sur A.

Remarque. La méthode du pivot permet de se ramener & la fin & un systéme
triangulaire, qu’on résoud “par remontée” (cf. paragraphe suivant). Une variante,
appelée “méthode de Gauss—Jordan” permet de se ramener a un systéeme diagonal :
voir [Ro, §5.10].

5.2.3. Cas particuliers. Les méthodes qui suivent sont basées sur ’observation qu’il
est tres facile de résoudre un systéeme Az = b dans les cas suivants :
(1) si A est triangulaire;
(2) si k =R (resp. C) et A est orthogonale (resp. unitaire).
En effet, si A est triangulaire supérieure la i-eéme équation s’écrit
Qii®i + Qi ip1Tip1 T -0+ QGinTn = by,

avec a;; # 0. On peut alors résoudre le systeme “par remontée” en posant

br,
T, =
An,n
puis, une fois que z;41,- - ,x, ont été calculés, en posant
n
1
Ty = b1 — E aiyj:cj
Qi =
Jj=1+1

Ce procédé nécessite de l'ordre de n? opérations (voir [Ci, p. 72] pour plus de
détails).

Bien siir, le cas d’une matrice triangulaire inférieure est similaire, en “descen-
dant” plutot qu’en remontant.

Enfin, si A est orthogonale, resp. unitaire, alors on a A= = *A4, resp. A~! =t4;
on sait donc inverser A sans effort, et ensuite résoudre tout systéme du type Az = b.

5.2.4. Décomposition LU. L’idée de cette méthode est la suivante : supposons que
A = A1 A avec A; triangulaire inférieure et Ay triangulaire supérieure. (Ces 2
matrices sont nécessairement inversibles si A U'est.) Alors pour résoudre le systeme

Ax =10
il suffit de d’abord résoudre le systeme
Ay =0b

puis, une fois y connu, de résoudre le systeme
Asx = 9.

On a vu ci-dessus que chacune de ces étapes est facile (et rapide) ; dans ce cas on
peut donc aussi résoudre notre systeme aisément.
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Malheureusement, toute matrice inversible ne peut pas nécessairement s’écrire
sous la forme A = A;A; comme ci-dessus. Mais on sait précisément lesquelles
peuvent s’écrire de cette maniere.

Théoréme 2. Soit A € GL,(k). Alors il existe des matrices A; triangulaire
inférieure et A, triangulaire supérieure telles que A = A;As si et seulement si
chacune des matrices (a;j)1<i,j<m est inversible (pour m € {1,---,n — 1}). De
plus, si cette condition est vérifiée, I’écriture A = A1 Ay est unique si on impose de
plus que les coefficients diagonaux de A; sont tous égaux a 1.

Une décomposition comme dans ce théoreme est appelée “décomposition LU”.
Il n’est pas difficile de voir que la condition du théoreme est vérifiée pour “presque
toute” matrice inversible (voir notamment l’exercice . Cette méthode peut donc
souvent s’appliquer en pratique.

Le fait que si A admet une décomposition LU alors les matrices (a;j)i<i j<m
sont inversibles est trés facile a voir, puisque chacune de ces matrices admet une
décomposition en produit similaire. L’implication réciproque peut se démontrer (au
moins) de 2 fagons intéressantes :

(1) en remarquant que dans ce cas, quand on applique 'algorithme de Gauss a
la résolution du systeme Az = b, alors il n’y a aucune permutation de lignes
a faire : voir [Rol §5.7] ou [Ci| §4.3];

(2) par récurrence sur n, ce qui fournit une méthode algorithmique pratique pour

ce calcul : voir [Sel §8.1] ou [Rol p. 195] (olt ce procédé est appelé “méthode
de Crout”).

En particulier, en suivant la méthode fournie par la 2éme preuve on voit que le
calcul effectif de la décomposition LU d’une matrice de taille n peut se faire en
%n?’ opérations environ. Ce nombre d’opérations est comparable a celui nécessaire
a I’application du pivot de Gauss; il est donc surtout utile quand on veut résoudre
des systemes Ax = b pour une méme matrice A et de nombreuses valeurs pour b.
(En effet, une fois la décomposition LU trouvée, elle peut étre utilisée pour résoudre
le systeme pour tout choix de b.)

Pour une description explicite du calcul de la décomposition LU dans le cas des
matrices tridiagonales, on pourra consulter [Ci, Théoréme 4.3.2]. Dans ce cas le
nombre d’opérations & effectuer est linéaire en n, et donc tres économique.

5.2.5. Matrices symétriques et décomposition de Cholesky. Supposons qu’une ma-
trice symétrique inversible A admette une décomposition LU. En factorisant les
coefficients diagonaux de la deuxiéme matrice, on peut alors écrire

A=B-D-C

avec B (resp. C) triangulaire inférieure (resp. supérieure) avec des 1 sur la diagonale,
et D diagonale (& coefficients non nuls). On a alors
A="A='C-D-'B.
Par unicité de la décomposition LU, on doit alors avoir C' = 'B, et donc
A=B-D-'B.
En particulier, si &k = R et si A est symétrique définie positive, alors chaque

(@ij)1<ij<m Llest également, donc est inversible; on en déduit que A admet une
décomposition LU. De plus, chacun des coefficients de D est alors strictement



10 SIMON RICHE

positif (voir par exemple l'exercice . On peut donc écrire D = (D')? avec D’
une matrice diagonale, ce qui permet d’écrire

A=B-D'-D -'B.
On a donc (essentiellement) démontré le théoréme suivant.

Théoréme 3. Si A € M, (R), alors A est symétrique définie positive si et seulement
si il existe une matrice B triangulaire inférieure inversible telle que A = B - *B. De
plus, une telle écriture est unique si on impose que les coefficients diagonaux de B
soient strictement positifs.

La décomposition A = B - *B comme ci-dessus s’appelle décomposition de Cho-
lesky. Pour plus de détails sur le calcul effectif de B, et le nombre d’opérations
nécessaire, on pourra consulter [Ro, §5.9] ou [Ci, §4.4].

5.2.6. Décomposition QR. Les décompositions LU et de Cholesky tirent leur utilité
du fait que les systemes d’équations triangulaires sont faciles a résoudre. Comme
expliqué au il y a une autre situation ou le systeme est facile a résoudre : c’est
celui ot A est unitaire (dans le cas k = C). En suivant le méme principe que pour la
décomposition LU, on est donc amené a considérer des décompositions comme pro-
duit d’une matrice unitaire et d’'une matrice triangulaire. Ceci est toujours possible,
comme montré par I’énoncé suivant.

Proposition 1. Pour tout M dans GL,(C), il existe une matrice unitaire @Q et une
matrice triangulaire supérieure R telles que M = QR. De plus, cette factorisation
est unique si on impose que les coefficients diagonaux de R sont tous strictement
positifs.

Comme d’habitude, I'unicité de la décomposition est facile & voir (en utilisant
le fait qu'une matrice unitaire est diagonalisable). L’existence peut se prouver en
utilisant la factorisation de Cholesky (dans sa variante hermitienne) : on écrit

‘M-M='R-R

avec R triangulaire supérieure a diagonale réelle positive, et on vérifie que @ :=
MR~ est alors unitaire. (Voir [Se, §8.3] pour les détails.)

Dans la pratique, il est préférable d’utiliser le procédé d’orthonormalisation de
Gramm-—Schmidt sur les colonnes de M : voir [Se, p. 97-98]. Ce procédé admet
une variante qui peut se décrire de fagon matricielle en termes de “matrices de
Householder” : voir [Cil §4.5] pour ce point de vue. D’apres [Cil p. 94], cette variante
est meilleure car elle évite des propagations d’erreurs d’arrondis.

5.3. Méthodes itératives. Dans la théorie, les méthodes directes de résolution de
systemes fournissent une solution exacte. Cependant, en pratique, les ordinateurs
ne savent calculer qu’en faisant des arrondis; cette précision est donc illusoire, et il
est souvent suffisant de calculer une valeur approchée de la solution, ce qui peut se
faire pour un cout moindre en utilisant une “méthode itérative”.

5.3.1. Principe. On consideére toujours le systéeme Ax = b, avec k = C et A in-
versible. Supposons qu’on puisse écrire A = M — N avec M, N € M, (C) et M
inversible. Alors on a

Ar=b & Mz—Nz=b < z=M'Nz+ M 'b
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Ainsi, x est I'unique point fixe de la fonction 2 — M ~'Nx 4+ M~'b. Suivant la
méthode traditionnelle de calcul (approché) des points fixes, on est conduit & choisir
z(© dans R™, puis & poser

2Ot = M~'N2W) 4+ M1,

Si la suite (2(9));>¢ converge, alors sa limite sera un point fixe de la fonction
considérée ci-dessus, et donc égale & x. Si c’est le cas pour tout choix de z(?),
on dira que la méthode itérative (associée au choix de M et N) est convergente.

5.3.2. Etude théorique. Considérons une suite (1)) ;50 comme ci-dessus ; alors il
est facile de voir que pour tout j > 0 on a
20+ = M_lN(x(j) — ),
et donc
2 — g = (M7IN)Y (2@ — ).
On est donc amené & étudier la convergence vers 0 de suites du type (B7v) ;>0 pour
une matrice B et un vecteur v donnés. Cette question est classique, et la réponse
donnée par ’énoncé suivant (ot on note p(B) le rayon spectral de B, c’est-a-dire le
maximum des modules des valeurs propres de B).
Théoréme 4. Soit B € M,,(C). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) la suite (B?);>o converge vers 0 dans M, (C);
) pour tout v dans C", la suite (B7v);>0 converge vers 0 dans C";

(2
(3) il existe une norme matr1c1e11eE| | - || sur M,,(C) telle que ||B|| < 1;
(4) p(B) < 1.

Pour une preuve, voir [Cil Théoréme 1.5.1] ou [Rad, Théoreme 4.16, p. 140-141].
En appliquant ce théoreme on voit que la méthode itérative est convergente si
et seulement si p(M~'N) < 1.

5.3.3. Méthode de Jacobi. Pour cette méthode on suppose que les coefficients dia-
gonaux de A sont non nuls. On choisit alors pour M la matrice diagonale dont les
coefficients sont a; 1, ,an n, et on pose N = M — A. En appliquant le processus
itératif, on est amenés a poser

(G+1) _ 1 Z
x; — | b; — a; mx
m#i
En ce qui concerne la convergence, on a le résultat suivant. Ici, on dit qu’une
matrice A est a diagonale strictement dominante si pour tout i on a

il

J#i
Proposition 2. Si A est a diagonale strictement dominante, alors la méthode de
Jacobi s’applique et converge.

Pour une preuve, voir [Ro, Théoreéme 5.6, p. 201]. (Il suffit en fait de vérifier que
M-I < 1)

1. Par norme matricielle, on entend une norme || - || vérifiant |MN|| < ||M]|| - ||N|| pour tous
M, N dans M, (C).
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5.3.4. Méthode de Gauss—Seidel. Pour cette méthode on suppose encore que les
coeflicients diagonaux de A sont non nuls, mais on prend cette fois-ci pour M la

matrice telle que
ajj sij<i;
mij =

0 sinon

(c’est-a-dire que M est le “triangle inférieur” de A), et on pose N = M — A. Dans
ce procédé, on est amené a poser

i—1 n
1 1 , ,
He m=1 m=i+1
Par rapport a la méthode de Jacobi, cela revient a “remplacer les x%) par acgﬂ;H) si

m < 1. En particulier, on peut oublier x%) une fois que xff#l) a été calculé; cette

méthode nécessite donc moins de mémoire que celle de Jacobi.
La convergence est garantie dans les cas suivants.

Proposition 3. Si A est a diagonale strictement dominante, ou si A est hermitienne
définie positive, alors la méthode de Gauss—Seidel s’applique et converge.

La preuve du premier cas se trouve dans [Ro, Théoreme 5.7, p. 202] ou [Se,
Proposition 9.3.1] (dans un cadre plus général). Celle du deuxieme cas se trouve
dans [Rol Théoreme 5.8, p. 202-203], [Se, Théoréme 9.3.1] ou [Ci, Théoreme 5.3.2]
(comme cas particulier d’un énoncé plus général).

5.3.5. Méthode de relazation. Encore une fois on suppose que les coefficients diago-
naux de A sont non nuls, et on écrit A =D + E + F avec D la partie diagonale de
A, E sa partie triangulaire inférieure stricte, et F' sa partie triangulaire supérieure
stricte. Pour un parametre w € C*, on pose

szle—i—E, Nw:Mw—A:<1—1>D—F.
w w

La méthode de Gauss—Seidel correspond au cas w = 1; ici on va chercher a faire un
“meilleur” choix pour w.

Les formules nécessaires pour calculer 20+ en fonction de z(9) sont similaires
aux cas précédents, cf. [Sel, §9.2.3], [Rol p. 204] ou [Ci, p. 101].

En ce qui concerne la convergence, on a déja la condition nécessaire suivante
(voir [Rol Théoreme 5.9, p. 204], [Se, Proposition 9.2.1] ou [Ci, Théoréme 5.3.3]).

Lemme 1. Sila méthode de relaxation converge, alors |w — 1] < 1.

Pour des conditions suffisantes, il faut faire des hypotheses supplémentaires sur

A.

Proposition 4. Si A est a diagonale strictement dominante, alors la méthode de
relaxation s’applique pour tout w, et converge pour tout w €]0, 1].

Pour une preuve, voir [Se, Proposition 9.3.1].

Proposition 5. Si A est hermitienne définie positive, alors la méthode de relaxa-
tion s’applique pour tout w, et converge dés que |w — 1] < 1.

Pour une preuve, voir [Se, Théoréeme 9.3.1], [Rol Théoreme 5.10, p. 205] ou [Cil
Théoreme 5.3.2].
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5.3.6. Le cas des matrices tridiagonales. On peut étudier les méthodes ci-dessus
de fagon tres fine dans le cas ol la matrice A est tridiagonale (c’est-a-dire qu’elle
vérifie a; ; = 0 des que |i — j| > 2), un cas qui se rencontre effectivement dans
des problemes concrets. Ceci est expliqué dans [Ral p. 206-209], [Se, §9.4] et [Cil
p. 105-109]. On obtient notamment 1’énoncé suivant.

Théoréme 5. Supposons que A est hermitienne définie positive, et tridiagonale.
Alors la méthode de relaxation converge pour tout w €]0, 2|, et le parametre optimal
(c’est-a-dire tel que le rayon spectral de la matrice M N, est minimal) est obtenu
pour

ot J =D Y(—E - F).

5.4. Méthodes de gradient. Pour cette partie je recommande de consulter [Ro]
(plutdt que [Se] ou [Cil, qui traitent ces choses de fagon moins convaincante & mon
gotit).

5.4.1. Reformulation du probléme en terme de minimisation. On s’intéresse a la
résolution du systeme Az = b sous 'hypothese out A est symétrique définie positive.
On notera u 'unique solution; le but est donc de calculer u. On note (—,—) le
produit scalaire standard sur R”, et on définit ¢ : R™ — R en posant

pla) = 5{Az,7) — {b,2).
L’observation fondamentale est la suivante.
Lemme 2. La fonction ¢ admet un unique minimum, obtenu pour = = wu.
Démonstration. On calcule :
o(a) — p(u) = 3 (Az,z) — {b,2) — - (Au,u) + (b,u).

Puisque Au = b, ceci se réécrit

pla) — p(u) = 3 (A, ) — (b.2) + 5 {b,u)

= %(Ax,@ — %(Au, x) — %(Au,x) + %(Au,u)
1 1
= §<A(w—u),x> — §<AU,SU —u)
1

1 1
= (Al —u),2) — 5, Al — ) = 5 (Alz —w), 2 — )

ou, dans la 4eme égalité, on a utilisé la symétrie de A. Maintenant, puisque A est
définie positive, on a (A(x —u),x —u) > 0, avec égalité si et seulement si x —u = 0,
ou en d’autres termes x = u. Ce qui prouve l'assertion voulue. ([l

Ce lemme montre que le probleme de la résolution du systeme Ax = b est
équivalent a celui de la minimisation de la fonction ¢. Il existe des techniques
spécifiques pour ce genre de probléeme, notamment les algorithme de descentes, qui
vont donc fournir de nouvelles méthodes pour résoudre les systemes linéaires définis
par une matrice symétrique définie positive.
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5.4.2. Principe. Pour minimiser ¢, on va procéder de la maniere suivante : on va
construire une suite (z;);>0 d’éléments de R™ de sorte que la suite (¢(x;));>0
soit décroissante. Cette construction utilisera une suite (J;);>0 de vecteurs non
nuls, qui serviront de “directions de descente” successives. (Le choix de cette suite
sera discuté plus tard; il y en a plusieurs qui sont intéressants.) On fixe un choix
arbitraire pour xy. Puis, une fois x; fixé, on va minimiser la fonction ¢ sur la droite
x; + Ré;. Pour cela, on considere la fonction de R dans R donnée par

1
t— @(xj —|—t5j) = §<A(1‘j + téj),:cj + t6j> - <b, T +t5j>

1 1
= S{A8;,8) - £ + (6, Axy = b) -t + (5 Aw; —by).

Cette fonction est un polynome du second degré, a coefficient dominant strictement
positif (puisque A est définie positive); elle atteint donc son minimum pour une
unique valeur de ¢, donnée par

bi= _w

j=
(Ad;,5)

On est ainsi conduit a poser
<5jﬂ A‘Tj — b>

AR 07PNy %

5.4.3. Un cas particulier. La méthode de Gauss—Seidel peut étre vue comme un
cas particulier de la méthode décrite ci-dessus, quand on prend pour les vecteurs
(0;)j>0 les vecteurs de la base canonique, de fagon cyclique; voir [Rol p. 215] pour
plus de détails.

5.4.4. Un critére général de convergence. Il reste maintenant & comprendre si (et
comment) on peut choisir les vecteur (d;);>0 de sorte que la suite (z;);>¢ converge
vers u (pour n’importe quel choix de zg).
Théoréme 6. Supposons qu’il existe a > 0 tel que

(Az; —b,65) > af|Az; —b]| - [|6;]]
pour tout j > 0. Alors la suite (z;);>0 converge vers u.

La preuve utilisera le lemme suivant (pour lequel on remarque que toutes les
valeurs propres de A sont strictement positives, puisqu’elle est définie positive).

Lemme 3. Notons \; la valeur propre minimale de A. Alors pour tout € R™ on
a

<AI,$> > )\1H$||2

Démonstration. Puisque A est symétrique, elle est diagonalisable en base ortho-
normée. Si on note (f1,---, fn) une telle base diagonalisant A, telle que f; a pour
valeur propre associée i, et si on note \; la valeur propre associée a f; pour
i€{2,---,n},alorssiz =) a;f; ona

(Az,x) = <Z Oéi)\ifi,zaifi> = Zo%z)\i > M Za? = /\1H33||2,

comme annonce. O
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Preuve du Théoréme[@l Sion a x; = u pour un entier j > 0, alors il est facile de
voir que x; = u pour tout [ > j. Le résultat est donc clair dans ce cas. Dans la
suite, on suppose que z; # u pour tout j. On pose alors

€j = <A($J - u)vxj - u>a

qui est un réel strictement positif pour tout j > 0 d’apres notre hypothese. D’apres
le Lemme [3|on a e; > A1 ||z; — ul|? pour tout j, de sorte que pour conclure il suffit
de montrer que la suite réelle (e;);>0 tend vers 0.

Remarquons que pour tout 7 > 0 on a

(1) <Al‘j+1 — b, (5j> =0.

En effet Az = Az; — %A(Sj, de sorte que

(Azjp1 —b,65) = (Az; — WA@ —b,5;)
= (Az; —b,0;) — (0;, Az; — b) = 0.
Cette égalité implique que
ejr1 = (Alwjp1 —u),z; — Wﬂsj —u) = (A(zjt1 —u),z; —u).
En réutilisant I’égalité Az = Ax; — %Aéj, on trouve ensuite que
(9, Azj —b)

€ji+1 = €5 — <A5]’(57> <A5j>xj — u}

La symétrie de A permet de réécrire cette égalité sous la forme suivante :

(65, Az; —b) (0j, Azj — b)*
ey = AT O s py gy — e (1= AT O
AR (Adj,65) 9 Ay =) =5 ej - (Adj,65)

Maintenant, par Cauchy—Schwarz on a
ej = (A(z; —u), A7 (A(z; — ) < [|AT 2l Alz; —w)?,  (Ad;,65) < [|All2ll;]|*,
et par hypothese on a
(Azj —b,6;) = al|A(z; — )| - (|61

Il s’ensuit que

g (- pream)
2 eir1<ei|ll———F7—|.
w1 =G\ T, Tl

. . o, . . 2
Puisque e; et e;y; sont strictement positifs, le coefficient 1 — MW est
strictement positif. Par une récurrence immédiate on obtient donc que

o2 J
< |l—5———— ] €
' ( A2 - ||A||2> ’

pour tout j > 0. Maintenant par définition ce coefficient est strictement inférieur a
1; on en déduit comme désiré que e; —— 0. O
J—+oo
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Remarque. Le réel m est appelé le conditionnement de la matrice A par
rapport a la norme || - ||2, et noté condz(A); voir [Rol, Définition 4.5, p. 148]. C’est
ce coefficient qui “gouverne” la vitesse de convergence, puisqu’on a

ej < (1 — a?condy(A)) ep.

Pour améliorer la convergence on a intérét a faire en sorte que ce conditionne-
ment soit aussi grand que possible; c’est le point de départ des méthodes de
“préconditionnement”, voir [Se, p. 114]. (Notons que dans [Se] le conditionnement
est défini comme étant égal a [[A71]|2 - ||A4]2.)

5.4.5. Méthode du gradient & pas optimal. La méthode du gradient a pas optimal
consiste & choisir §; = Ax; — b tant que Az; — b # 0. L’hypothese du Théoreme [6]
est alors vérifiée pour a = 1, de sorte que la convergence est garantie, avec

lzj — ull < (1 — condy(A4))"/?

pour une certaine constante vy (dépendant de la matrice et du choix de vecteur
initial).

Remarque. Dans le nom “gradient a pas optimal”, le terme “gradient” fait réfé-
rence au fait que la direction de §; est celle que Az; — b, qui est égal au gradient
Vo(xj). (Clest la “direction de décroissance maximale locale” pour ¢.) Le terme
“pas optimal” fait référence au fait que le choix du coeflicient ¢; est fait de sorte a
minimiser la fonction sur la droite considérée. (Ce genre de méthode de minimisation
s’applique a des fonctionnelles plus compliquées, pour lesquelles le probleme de la
minimisation sur une droite peut étre plus difficile & résoudre ; dans ce cas il peut
étre judicieux de choisir d’autres “pas” plus facile & calculer.)

5.4.6. Méthode du gradient conjugué. Pour la méthode du gradient conjugué, on
part d'un vecteur d¢ arbitraire, puis tant que Ax; — b # 0 on choisit le vecteur d;
de la forme

(Sj = (AZL‘J — b) + Sj(Sj,l,
en choisissant s; de sorte a minimiser le coefficient
(0, Az; — b)*
e; - (Ad;,05)
apparaissant dans la preuve du Théoréme [6] En fait, comme expliqué dans cette
preuve (voir (1)) on a

1—

<Aij — b, 5j*1> = 07
et e; ne dépend pas de J; ; il s’agit donc de minimiser la quantité
(A6;,0;) = (Ad;j_1,8,-1)(87)® + 2(Az; — b, AS;_1)s; + (A(Az; — b), Az; — b),
ce qui force a choisir
<A.13j — b, Aéj_1>
(Adj-1,0j-1)
Ici, lorthogonalité de Ax; —b et 6;_1 montre que le vecteur J; est nécessairement

non nul; il peut donc effectivement servir de direction de descente. D’autre part
elle assure que

S5 = —

(Azj —b,6;) = || Az; — b]]>.
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On a
<A$j - b, A5j_1>2
(Adj—1,0j-1)

165117 = |Az; — bl* + s3[16;-1 1> = || Az; — b]|* + 16,111

Par Cauchy—Schwarz on a
(Azj — b, Adj_1) < [[All2 - || Az; — 0| - |;-11],
et d’apres le Lemme |3|on a
(Adj-1,0;-1) = M |01l
ou A1 est la valeur propre minimale de A. On en déduit que

(Az; — b A5; 1) _ ||A]3 - || Az; — bIf?
(Ad;1,0;-1)2 = AR [l0;all2 7

et donc que
1A]13
1611 < || Az — b))% - (1 )
1
et finalement que

1

|A]13

(Azj —b,05) >
1+ 15

([ Az =]l - [14]]-

Le Théoreéme [6] assure donc ici aussi la convergence de la méthode. Mais on peut
en fait faire beaucoup mieux : comme expliqué dans |[Ro, Lemme 5.12, p. 220] on a
le résultat suivant.

Proposition 6. Supposons que dg = Azg—b. Alors tant que la méthode s’applique
(c’est-a-dire tant que Az; — b est non nul), les vecteurs (Az; —b:1 € {0,---,j})
sont deux & deux orthogonaux (pour le produit scalaire standard), et les vecteurs
(6;:1€{0,---,7}) sont deux & deux orthogonaux pour le produit scalaire (x,y) —
(Az,y).

Puisque toute famille de vecteurs deux a deux orthogonaux dans R™ est de
cardinal au plus n, on en déduit que si on part de g = Axg—b la méthode converge
au plus tard pour j = n — 1. Ceci montre que la méthode du gradient conjugué
est une méthode exacte de résolution de systeme linéaire. Cependant, en raison des
erreurs d’arrondis (ou pour limiter le nombre d’itérations) elle peut également étre
utilisée comme méthode itérative.

6. AUTRES RESSOURCES SUR CETTE LECON

6.1. Fiches mises a disposition par des collegues. Pour la décomposition de
Bruhat, on pourra consulter le document suivant :

https://perso.univ-rennesl.fr/matthieu.romagny/agreg/theme/decompoisition_
de_Bruhat.pdf

6.2. Sujets d’écrit en rapport avec la lecon. La partie 5 du sujet MG 2014
porte sur une analyse fine de la décomposition de Bruhat.


https://perso.univ-rennes1.fr/matthieu.romagny/agreg/theme/decomposition_de_Bruhat.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/matthieu.romagny/agreg/theme/decomposition_de_Bruhat.pdf
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