ALGEBRE - LECON 155 : EXPONENTIELLE DE MATRICES.
APPLICATIONS

SIMON RICHE

1. COMMENTAIRES DU JURY (RAPPORT 2024)

Bien que ce ne soit pas une legon d’analyse, il faut savoir justifier précisément la
convergence de la série exponentielle.

Les questions de surjectivité ou d’injectivité doivent étre abordées en distinguant
les cas réel et complexe. Il est souhaitable de connaitre 'image par exponentielle
de certains sous-ensembles de matrices (ensemble des matrices symétriques, hermi-
tiennes, ou antisymétriques).

La décomposition de Dunford multiplicative (décomposition de Jordan) de exp(A)
trouve toute son utilité dans cette lecon. L’exponentielle en lien avec la décomposi-
tion polaire peut s’avérer utile dans ’étude de sous-groupes du groupe linéaire.
L’étude du logarithme (quand il est défini) peut étre menée dans cette legon.

Les applications aux équations différentielles méritent d’étre présentées sans tou-
tefois constituer I'essentiel de la lecon. On pourra par exemple faire le lien entre
réduction et comportement asymptotique, mais le jury déconseille aux candidates
et candidats de proposer ce théeme dans un développement de cette lecon, sauf a
avoir bien compris comment les apports algébriques permettent ici de simplifier les
conclusions analytiques.

Pour aller plus loin, les candidates et candidats peuvent s’aventurer vers les sous-
groupes & un parametre du groupe linéaire (on peut alors voir si ces sous-groupes
constituent des sous-variétés fermées de GL,,(R)) ou vers les algebres de Lie.

2. PLAN

Cette legon a un temps été numérotée 156 ; il reste probablement certains docu-
ments qui y font référence par ce numéro.

2.1. Ce qui doit apparaitre. Définition (convergence de la série).

Regles de calcul : comportement par rapport a la conjugaison, somme de matrices
qui commutent (application : inversibilité), cas des matrices diagonales.

Calcul de I'exponentielle via la décomposition de Dunford. Lien entre diagonali-
sabilité de A et de exp(A).

Questions d’injectivité et surjectivité. (Application : GL,(C) est connexe par
arcs.)

Logarithme matriciel.

Décomposition polaire, exponentielle et matrices symétriques.

Equations différentielles linéaires & coefficients constants.
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2.2. Ce qui peut apparaitre. Calcul de la différentielle de 'application exp.
Description des points critiques (cf. Exercice .

Algebre de Lie d’'un sous-groupe fermé de GL,,(R) (cf. Exercice 7).

Décomposition polaire et description des groupes orthogonaux et symplectiques
(cf. Partie [5] ci-dessous).

L’exponentielle réalise un homéomorphisme entre matrices nilpotentes et unipo-
tentes (cf. Exercice [2] ci-dessous).

3. QUELQUES QUESTIONS BETES AUXQUELLES IL FAUT ABSOLUMENT SAVOIR

(1)
(2)

3)

REPONDRE RAPIDEMENT

Mountrer que pour tout A € M, (R), exp(A4) est un polyndéme en A.

Montrer que si A, B € M,,(C), alors A et B commutent si et seulement si
pour tout ¢ € R on a exp(t(A + B)) = exp(tA) - exp(tB). (Indication : on
pourra dériver.)

Montrer que la matrice < 1 ) n’est pas le carré d’une matrice de MQ(R)

0o -1

En déduire que cette matrice n’appartient pas a 'image de exp : May(R) —
GL2(R).

Montrer que pour tout p > 1 'application

{GLH(C) — GL,(C)
M — MP

est surjective. (Indication : on utilisera la surjectivité de exp : M, (C) —
GL,(C).) Ce résultat s’étend-il & M,,(C) ? (Indication : penser aux matrices
nilpotentes.)

Comparer les décompositions de Dunford de A € M,,(C) et de exp(A)H En
déduire que A est diagonalisable ssi exp(A) est diagonalisable.

4. EXERCICES

4.1. Questions d’injectivité, de surjectivité.

Exercice 1. (1) Déterminer toutes les matrices M de M,,(C) qui vérifient I’éga-

(2)
3)

lité exp(M) = I,,.
Si A € M,(C), montrer qu’il existe une infinité de matrices A’ € M, (C)
vérifiant exp(A4) = exp(A’).

Mountrer que si A, B sont des matrices diagonalisables dans M,,(R) et telles
que exp(A) = exp(B), alors A = B. (Indication : on pourra montrer que B
est un polynéme en exp(B), et en déduire que A et B commutent.)

Référence : pour , voir [FGN2l Ex. 4.25, Antécédent de 'identité par ’expo-
nentielle] ou [CGI, Chap. VI, Ex. B.15] ou [Go, Chap. 4, §4.4, Ex. 5]. Pour ,
voir [FGN2|, Ex. 4.22, Exponentielle de matrices réelles diagonalisables]. (Une autre

preuve de cette propriété peut également étre donnée comme dans la preuve du
Théoreme [2| ci-dessous.)

1. Si besoin, voir [Gol Chap. 4, §3.4, Ex. 2].
2. Si nécessaire, voir [FGN2, Ex. 2.31] ou [CGI], Chap. VI, Ex. B.15].
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Exercice 2. On note N,, C M,,(C) le sous-ensemble des matrices nilpotentes. On
rappelle que si N € N,,, on a

exp(N Zl.
1=0

De méme, on note U,, C M,,(C) le sous-ensemble des matrices unipotentes, c’est-a-
dire des matrices U telles que U — I,, est nilpotente. Si U € U,,, on pose
n—1 i
(=1t i
log(U) = . U-1,)".
W)= =~ 1)

Le but de cet exercice est de montrer que ces deux fonctions définissent des homéo-
morphismes réciproques entre N, et U,,.

(1) Montrer que les fonctions exp et log considérées ci-dessus définissent des
fonctions continues de N,, vers U,, et de U,, vers N,, respectivement.

(2) Dans cette question on fixe U € U,,. On veut montrer que exp(log(U)) = U.
(a) On pose

=Sy
e

Montrer que L : R — C) est une fonction €°°, et que pour tout t € R

on a
n—1

L) => (-1)" U - I,)".
i=1
(b) Montrer que la fonction ¢ : t — exp(L(t)) est de classe € sur R, et que
sa dérivée est la fonction
te L'(t) - o(t).
(¢) Montrer que pour tout t € R on a
(In + (U = L)) - ¢'(t) = (U = I.) - ().
(d) En déduire que pour tout t € R on a
(U = In)¢'(t) + (In + t({U = 1)) - " (t) = (U = In) - ' (1),
puis que ¢"(t) = 0 pour tout t € R.
(e) En déduire que ¢'(t) = U — I,, pour tout t € R.
(f) Montrer finalement que ¢(t) = I, +t(U —I,,) pour tout ¢ € R, et conclure.
(3) Dans cette question on veut montrer que pour tout N € N, on a 'égalité
log(exp(N)) = N.

(a) Montrer que si N € N,, est telle que exp(N) = I,, alors N = 0. (Indica-
tion(s) : on pourra soit utiliser le fait qu'une matrice est diagonalisable
ssi son exponentielle est diagonalisable, soit étudier le polynéme minimal
de N, soit montrer que si m est 'indice de nilpotence de N, supposé > 1,
alors la matrice A := EZT: (k+1)'N est inversible et vérifie N - A = 0. )

(b) Conclure. (Indication : on pourra vérifier que si N € N, alors la matrice
log(exp(N)) — N est nilpotente et que exp(log(exp(N)) — N) = I,,.)

(4) Conclure.



4 SIMON RICHE

Référence : [CG1l, Chap. VI, Ex. B.11-B.12].

Exercice 3. En utilisant I'exercice 2] montrer que pour tout A € GL,,(C) il existe
un polynéme P € C[X] tel que
exp(P(4)) = A
(et donc, en particulier, que exp : M,,(C) — GL,,(C) est surjective.)
(Indication : on pourra commencer par traiter le cas A = X- I, + N avec A € C*

et N nilpotente puis, pour le cas général, considérer la décomposition de C™ en
sous-espaces propres généralisés de A et utiliser le théoréme des restes chinois.)

Référence : [CGIl Chap. VI, Ex. B.13]. Pour une approche un tout petit peu
différente & la surjectivité de lexponentielle matricielle complexe, voir [FGN2,
Ex. 4.24, Image de 'exponentielle] ou [Gol, Chap. 4, §4.4, Ex. 5].

Exercice 4. (1) Calculer, pour 6 € R, I'exponentielle de la matrice
0 -0
6 0/
i . . 0
(Indication : on pourra calculer les puissances de la matrice L
alors interpréter cette matrice en termes de la multiplication par ¢ dans C.)

(2) On rappelle que pour tout M € O, (R), il existe une matrice P € O, (R)
et une matrice A diagonale par blocs avec des blocs égaux a I,, —I,; ou

C9S(9) —sin(0) telles que M = PAP~!. En utilisant ce résultat, montrer
sin(f)  cos(6)

que l'application exp induit une application surjective
{M e M,(R) |'M = —M} — SO, (R).

(3) En déduire que SO, (R) est connexe par arc, puis la description des compo-
santes connexes de O, (R).

Référence : [FGN3| Ex. 1.36] ou https://perso.univ-rennesl.fr/matthieu.
romagny/agreg/dvt/exp_S0n.pdf ou [Gol Chap. 5, §3.5, Ex. 5].

4.2. Sous-groupes a un parametre.

Exercice 5. Le but de cet exercice est de montrer que si ¢ : R — GL,(C) est un
morphisme de groupes continu, il existe M € M, (C) telle que pour tout ¢t € R on
a ¢(t) = exp(tM). On consideére donc un morphisme de groupes continu ¢ : R —

GL,(C).

1) Montrer qu'il existe a > 0 tel que la matrice [\ ¢(t)dt est inversible. (Indi-
0
cation : on pourra étudier la limite de L [ ¢(t)dt quand a — 0.)

a
s+a

En considérant l'intégrale [~ ((¢)dt, montrer que ¢ est de classe €.

2) .

3) Montrer que pour tout ¢t € R on a ¢'(t) = ¢’'(0) - ©(t).

4) Conclure.

5) Déterminer les morphismes de groupes continus de R vers SL,, (C).
Référence : [CG2, Chap. IX, Prop. A.5.1] ou [FGN2, Ex. 4.26, Sous-groupes a

un parametre de GL,, (C)].


https://perso.univ-rennes1.fr/matthieu.romagny/agreg/dvt/exp_SOn.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/matthieu.romagny/agreg/dvt/exp_SOn.pdf
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Exercice 6. Cette exercice est une application de 'Exercice [5}

On note S* le sous-groupe de C* formé des nombres complexes de module 1,
qu’on munit de la distance induite par le module de C. Le but de cet exercice est
de montrer que les morphismes de groupes continus

S' — GL,(R)

sont exactement les morphismes de la forme

it . cos(tky) —sin(tk;) cos(tk,) —sin(tk,) _
e’ Q- diag ((sin(tlﬁl) cos(tkj > LR (Sin(tkr) cos(tk,) > ’In_%) @

pour Q € GL,(R), 7 € {0,...,[§]} et ky,... k. € Z.
(1) Montrer que les applications ci-dessus définissent effectivement des morphis-
mes continus de St vers GL,(R).
(2) Réciproquement, on considére un morphisme continu ¢ : St — GL,,(R).

(a) Montrer que I'application t — (e?’) définit un morphisme continu de R
dans GL,(R).

(b) En déduire qu'il existe A € GL,(R) telle que ¢(e'’) = exp(tA) pour tout
t € R. (Indication : on pourra utiliser 'Exercice |5 et dériver.)

(¢) Montrer que exp(2wA) = I,,.

(d) En déduire que A est diagonalisable sur C, et que ses valeurs propres
appartiennent & iZ et sont deux a deux conjuguées. (Indication : on pourra
utiliser I’Exercice [L{[1]).)

(e) Montrer que A est conjuguée (dans M, (R)) a

. 0 -k 0 —k
diag ((kl 0 ) ey (kr 0 ) ,In_gr>

pour des entiers ki, ..., k.. (Indication : on pourra utiliser—apres avoir
rappelé comment cela se démontre—Ile fait que deux matrices réelles
conjuguées sur C sont en fait conjuguées sur R.)

(f) Conclure. (Indication : on pourra utiliser le calcul fait dans 'Exercice [4])

Référence : [FGN2, Ex. 4.29, Morphismes continues de S* dans GL, (R)].
4.3. Autres exercices.

Exercice 7 (Algebre de Lie d’un sous-groupe fermé de GL,(R)). (1) Onse fixe

une norme sur R”, et on note || - || la norme subordonnée sur M,, (R). Montrer
que pour tout M € M, (R) telle que | M — IL,|| < 1, la série
+o0 i—1
—1)i ,
S UV -y
- !

converge. Sa limite sera notée log(M).

(2) Montrer que pour tout M € M, (R) telle que ||M — I,,|| < 1 on a ’égalité
exp(log(M)) = M. (Indication : on pourra adapter la preuve de I'Exercice2})

(3) Montrer que pour toutes M, N € M, (R) on a
1 1
(exp(EM) exp(%N))lC PR exp(M + N).

(Indication : on pourra utiliser des développements limités & Pordre 1 de exp
et log aux voisinages de 0 et I,, respectivement.)
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(4) Montrer que pour toutes M, N € M,,(K) on a
1 1 1 1 2
(exp(EM) exp(EN) exp(—EM) exp(—%N))k P exp(MN — NM).

(Indication : on pourra utiliser des développements limités & Pordre 2 de exp
et log aux voisinages de 0 et I,, respectivement.)

(5) Soit G' un sous-groupe fermé de GL,(R). Montrer que
g:={M e M,(R) |Vt € R, exp(tM) € G}

est une sous-algebre de Lie de M, (R), c’est-a~dire un sous-espace vectoriel
stable par l’application (M, N)— MN — NM.

(6) Décrire explicitement 1’algebre de Lie des groupes GL,, (R), SL,,(R), SO, (R).
(Pour ce dernier cas, on pourra s’aider de I’Exercice )

Référence : |[GT p. 81-83].

Exercice 8 (Points critiques de I'exponentielle). On rappelleﬂ que la différentielle
de l'application exp : M,,(C) — M,,(C) au point X est Papplication

+o0 1
d(exp)x : H — exp(X) - (k:z—o s (—adx)k> (H),

ou
adx : M,,(C) —» M, (C)
est Vapplication H — X - H — H - X.

(1) (a) Montrer que si X est nilpotente alors ’endomorphisme adx est nilpotent.

(b) Montrer que si X est diagonalisable alors ad x est diagonalisable, et déter-
miner ses valeurs propres.

(¢) En déduire la décomposition de Dunford de adx en fonction de celle de
X.

(2) En utilisant que pour z # 0 on a

X (=2)k 1 —exp(—2)
kZ:o (k+1)! z ’

montrer qu'une matrice X € M,,(C) est un point critique de exp (c¢’est-a-dire
que d(exp)x n’est pas un isomorphisme) si et seulement si elle admet deux
valeurs propres distinctes dont la différence est dans 2inZ.

Référence : |[GTI p. 85-87].

Exercice 9. Soit M € M, (C). A quelle condition a-t-on exp(tM) — 0?

t——+oo

5. COMPLEMENT : DECOMPOSITION POLAIRE ET SOUS-GROUPES DE GL,(R)

Référence : [Se, Chap. 7] ou [CGIL Chap. 6].

3. Voir [Ro, Ex. 99, p. 288] pour une preuve de cette formule. Il existe une formule plus
élémentaire (mais moins utile) de cette formule, voir [Ro, Ex. 38, p. 107].
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5.1. Décomposition polaire. On fixe n > 1. On rappelle que le groupe orthogo-
nal O, (R) est le sous-groupe de GL,,(R) formé des matrices M qui vérifient

[Mz]| =[]

N

pour tout x € R™, ou
fait que

|- || est la norme euclidienne standard sur R™. En utilisant le

(,y)="r-y
pour tous z,y € R™ (ol on identifie tout vecteur z = (2;);cq1,....n} de R™ avec la
matrice de taille (n, 1) et de coefficients les z;), on voit que

On(R) = {M € M,(R) | M - M = I,,}.

On notera également S, (R) C M, (R) le sous-espace vectoriel des matrices
symétriques, et ST+ (R) C S,,(R) le sous-ensemble des matrices symétriques définies
positives (qui est inclus dans GL, (R)).

Le groupe GL,(R) admet une distance, obtenue par restriction a partir d’un
choix de norme sur M, (R). Cette distance dépend du choix de norme, mais toutes
les notions topologiques associées (sous-ensembles ouverts, fermés, continuité, etc.)
n’en dépendent pas, par équivalence des normes. De méme, tout sous-ensemble de
M, (R) (en particulier, O, (R), S, (R) et S/ ™ (R)) devient ainsi un espace métrique.

Rappelons le théoreme suivant.

Théoreme 1. L’application
0,(R) x SF*(R) — GL,(R)
définie par (M, N) — MN est un homéomorphisme.

En particulier, ce théoréme affirme que toute matrice A dans GL,(R) s’écrit
de maniére unique comme un produit A = MN avec M dans O,(R) et N dans
ST (R). L'écriture A = M N est appelée la décomposition polaire de A.

Pour une preuve de ce théoréme, on pourra consulter par exemple [Se, Théo-
réme 7.1.1] ou [CGI) Chap. VI, Théoreme 1.1.3]. (Pour une preuve de 'existence et
unicité de la décomposition, mais qui ne mentionne pas la continuité de I'inverse,
voir [Go, Chap. 5, §2.5, Ex. 6].) Rappelons simplement qu’étant donnée une matrice
A, on obtient 'unique décomposition A = MN avec M dans O,(R) et N dans
S+ (R) en définissant N comme I'unique matrice de S} (R) telle que N2 =!A- A,
puis en posant M := AN~!. (Cette construction utilise en particulier le fait que,
pour tout P dans ST (R), il existe une unique matrice @ dans S;}'*(R) telle que

P=Q2%)

5.2. Matrices symétriques et exponentielle. L’autre résultat important dont
nous aurons besoin est le suivant.

Théoréme 2. L’application exp : M, (R) — GL,(R) se restreint en un homéo-
morphisme

S.(R) = ST (R).

La preuve du théoreme utilisera deux lemmes préliminaires. Pour le premier,
étant donnée une matrice M, on notera Sp(M) son spectre, c’est-a-dire 1’ensemble
des valeurs propres complexes de M.
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Lemme 1. Pour toute matrice symétrique M on a

[M]jz = max 7],
AESp(M)
ol || - ||2 est la norme sur M, (R) subordonnée & la norme euclidienne standard || - ||

sur R™.

Démonstration. La matrice M étant symétrique, elle est diagonalisable en base

orthonormée ; en d’autres termes, il existe P € O, (R) et A1,..., A\, € R tels que
M = P -diag(\1,...,\,) - P71,
ou diag(A1, ..., \,) désigne la matrice diagonale dont les coefficients sont les réels

(Ay.sAn). (Ict on a Sp(M) = {A1,...,A\n}.) Pour tout € R™, on a alors
|Mz|| = ||P-diag(A1, ..., \n) - P71 - z|| = ||diag(Ay, ..., An) - P71z

< < max |)\|> P el
AESp(M)

La matrice P~! appartient aussi & O,,(R), et donc ||[P~1z| = ||z||. On obtient ainsi

que

IM|l2 < max |A|
AESP(M)

L’inégalité réciproque se vérifie facilement en considérant un vecteur propre pour
la valeur propre de valeur absolue maximale, ce qui acheve la preuve. ([l

Lemme 2. Soit M € M,,(R) une matrice diagonalisable (sur R). Notons p1, ..., fr
les valeurs propres distinctes de exp(M) (qui sont nécessairement dans Rsg). Si
Q € R[X] est tel que Q(u;) = In(y;) pour tout 4, alors M = Q(exp(M)).
Démonstration. Puisque M est diagonalisable, il existe P € GL,,(R) et des réels
A1, ..., Ap tels que
M = P -diag(\y,...,\n) - P71
Alors on a
exp(M) = P - diag(exp(A1),...,exp(\,)) - P71,
puis
Q(exp(M)) = P - diag(Q(exp(A1)), ..., Q(exp(A\,))) - P71,
Notre choix de @ assure que Q(exp(\;)) = A; pour tout i, ce qui implique que
Q(exp(M)) = M, comme annoncé. O

Preuve du Théoréme[d. Montrons tout d’abord que exp envoie toute matrice symé-
trique sur une matrice symétrique définie positive. Pour cela, considérons une ma-
trice M € S,(R). Comme dans la preuve du Lemme |1} il existe P € O,(R) et
AL, .-.s Ap € R tels que
M = P -diag(\y,...,\n) - P71
On obtient alors que
exp(M) = P - diag(exp(A), .-, exp(An) - P,

ce qui montre que exp(M) est symétrique et que toutes ses valeurs propres sont
strictement positives; en d’autres termes elle appartient & S} (R).
On a ainsi montré que ’application exp se restreint en une application

expg : Sp(R) — ST (R).
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Montrons maintenant que cette application est surjective. En effet, comme ci-dessus,
si M € SFT(R) il existe P € O, (R) et des réels strictement positifs pq,. .., u, tels
que

M = P -diag(p1, ..., pun) - P71
Si on pose, pour tout 4, \; := In(u;), alors on a

M = exp(P - diag(\1,...,\) - P71),

ce qui prouve la surjectivité de expg.

L’injectivité de expg découle du Lemme [2] En effet si M, M’ € S,,(R) sont telles
que exp(M) = exp(M’), puisque M et M’ sont diagonalisables, si on choisit un
polynéme @ tel que Q(v) = In(v) pour toute valeur propre de exp(M) = exp(M’),
alors on a

M = Q(exp(M)) = Q(exp(M)) = M.

On a donc montré que I'application expg est une bijection. Elle est continue par
continuité de exp : M, (R) — GL,, (R). Pour terminer la preuve, il ne reste donc qu’a
démontrer la continuité de la bijection réciproque. Pour cela, on considére une suite
(Ap)p>o de matrices de S, (R), et on suppose que la suite (exp(4,)),>0 converge
vers une matrice B de S;/t(R). Par bijectivité de expg, il existe une (unique) matrice
symétrique A telle que B = exp(A). On doit montrer que la suite (4,),>0 converge
vers A; pour cela, il suffit de montrer qu’elle est bornée et que A est sa seule
valeur d’adhérence. Cette derniere propriété est évidente, puisque toute matrice
A’ de S, (R) qui est valeur d’adhérence de (A4,),>0 doit vérifier exp(A’) = B par
continuité de exp, ce qui implique que A = A’ par bijectivité de expg.

Pour terminer la preuve, on montre donc que la suite (A,),>0 est bornée. Pour
cela on va utiliser le Lemme [I} Puisque la suite (exp(Ap))p>0 est convergente elle
est bornée ; le Lemme [T montre alors qu’il existe m > 0 tel que chaque valeur propre
w de chaque exp(A,) vérifie |u| < m. Si v est une valeur propre d’une matrice 4,
alors exp(v) est une valeur propre de exp(4,), et donc exp(v) < m; on en déduit
que v < In(m). De méme, puisque exp(4,)~! = exp(—A4,) pour tout p, la suite
(exp(—Ap))p>0 converge; il existe donc m’ > 0 tel que chaque valeur propre p de
chaque exp(—A,) vérifie || < m’; alors si v est une valeur propre d’une matrice A,
puisque exp(—v) est une valeur propre de exp(—A4,) on a exp(—v) < m’, de sorte
que v > —In(m’). Finalement, on a vérifié que chaque valeur propre de chaque 4,
appartient & [—In(m’),In(m)]; en appliquant le Lemme |1|encore une fois on obtient
que la suite (Ap)p>0 est bornée, comme voulu. O

Comme corollaire des théorémes [1| et [2) on obtient le résultat suivant.

Corollaire 1. Il existe un homéomorphisme

n(n+1)
2

GLn(R) = 0,(R) x R™%

D) s . .
o R™ 2 est vu comme espace métrique pour n’importe quel choix de norme.

Démonstration. D’apres le théoreme (1} I'espace GL,,(R) est homéomorphe au pro-

duit O, (R) x SFT(R). Puis le théoreme [2| assure que S+ (R) est homéomorphe

N . . , . . 1

4 S,(R), qui est un R-espace vectoriel normé de dimension % et est donc
p < o nntl)

homéomorphe a R~z . [
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L’espace métrique R™5 est tros simple. Ce corollaire dit donc que “toute
la topologie de GL,(R) est concentrée dans O, (R)”. Par exemple, le nombre de
composantes connexes de GL,(R) est le méme que le nombre de composantes
connexes de O, (R), & savoir 2. (Ces deux nombres peuvent bien sir se calculer
indépendamment|’|; mais on peut également déduire I'un de 'autre en utilisant le

Corollaire [1} )

5.3. Compatibilité de la décomposition polaire avec certains sous-groupes
de GL,(R). La décomposition polaire stabilise certains sous-groupes de GL,,(R),
comme montré par le lemme suivant.

Lemme 3. Soit G un sous-groupe de GL,(R). Supposons que :
e si M appartient & G, alors 'M appartient & G ;
e si M appartient & GNST(R), alors 'unique matrice N de S;7*(R) telle que
N? = M appartient & G.
Alors pour toute matrice A de G, si la décomposition polaire de A est A = M N, les
matrices M et N appartiennent a G. En particulier, la multiplication des matrices
induit un homéomorphisme

(GNO,L(R)) x (GNSIT(R)) = G.
Démonstration. Comme rappelé au si A € GL,(R), et si la décomposition
polaire de A est A = MN, alors N est 'unique matrice de S} (R) telle que
N2 =*A. A. Si A appartient & G, alors par hypothese ‘A également, et donc N?
appartient & G puisque G est un sous-groupe de GL,(R). Par hypotheése encore,
ceci implique que N € G. Puisque M = AN~!, on a également M € G, ce qui
achéve la preuve de la premiere affirmation.
Cette affirmation implique que la multiplication induit une bijection

(GNOn(R)) x (GNSIH(R)) = G

Par continuité de la décomposition polaire et de son inverse (voir le Théoreme 1),
cette bijection et son inverse sont continues; il s’agit donc d’'un homéomorphisme.
O

Nous allons voir ci-dessous quelques exemples de sous-groupes qui vérifient les
hypotheses de ce lemme. Ces sous-groupes seront du type suivant. On considere
une matrice J dans GL, (R), et le sous-ensemble

G={AcGL,(R)|'A-J -A=J}).

Proposition 1. Supposons que J2 = +1,,. Alors G est un sous-groupe de GL,,(R),
et il vérifie les hypotheses du Lemme [3| De plus, G NS/ (R) est homéomorphe &
R?, ott d est la dimension de ’espace vectoriel

{A€S,(R)|'A-J+J-A=0}

Démonstration. Montrons tout d’abord que G est stable par la transposition. On
considere donc A € G. On a

A J-A-J-tA=J% TA=+tA="tA. J°.

En multipliant & gauche par (*A-J)~!, on en déduit que A-J-*A = J, et donc que
‘Aeq.

4. Pour le cas de O, (R), voir ’Exercice



ALGEBRE - LECON 155 11

Il est clair que G est stable par multiplication dans GL,,(R). Pour montrer que
¢’est un sous-groupe de GL,, (R) il suffit donc de montrer qu’il est stable par passage
3 l'inverse. Mais comme vu ci-dessus, si A appartient &8 G ona A-J-'A=J, et
donc en prenant les inverses on obtient que

AT g AT =g

Puisque J~! = 4., ceci implique que A~! appartient & G, comme voulu.

Montrons maintenant que G vérifie la deuxiéme condition du Lemme [3] On
considere donc M € G N S} (R). Comme dans la preuve du Lemme [1} il existe
P € 0,(R) et des réels strictement positifs Ay, ..., \, tels que

M = P -diag(\i,...,\,) - P71
Si on pose
N = P-diag(v/M,...s V) - P71,

alors N € STH(R) et N2 = M; N est donc I'unique matrice de S}/ (R) dont le
carré est M. Si Q € R[X] est un polynome tel que Q(\;) = v/\; pour tout 4, alors
on a

Q(M) = P - diag(Q(\1),-..,Q(\n)) - P~' = P diag(v/ M1, ..., V/An) - P71 = N.

Si on suppose de plus que Q(1/X;) = 1/4/A; pour tout 4, alors on a de méme que
Q(M~1) = N~!. Fixons un tel polynome Q. (Un tel polynome existe effectivement,
et peut par exemple étre construit comme un polynoéme d’interpolation.) Puisque
M e Gona
M-J=J-MY

on en déduit facilement par récurrence que pour tout £ > 0 on a

(‘M)*- T =T (MY,
puis par linéarité que pour tout polynéme R € R[X] on a

R('M)-J=J-RM™).

En appliquant cette propriété au polynome Q, puisque Q(*M) = 'Q(M) = N, on
obtient que
IN.J=J-N71
ce qui montre que N € G.
Pour terminer la démonstration, il reste & montrer que GNS,}F+(R) est homéomor-
phe & R? pour I'entier d de I’énoncé. Pour cela on poseE|

g:={4AeM,(R)|Vz € R, exp(zA) € G}.
Remarquons tout d’abord qu’on a
(1) g={AcM,(R)|'A-J+J-A=0}.
En effet, si A € M,,(R) vérifie ‘A-J + J- A =0, alors on a

% ("exp(zA) - J - exp(zA)) = % (exp(z'A) - J - exp(zA))
="'A-exp(x'A) - J - exp(zA) + exp(z'A) - J - A - exp(zA)
=exp(x’A)-("A-J+J - A) -exp(zA) = 0.

5. Voir ’Exercice E pour une justification de I'apparition de cette formule.
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On en déduit que la fonction (de classe €°) = +— texp(zA) - J - exp(zA) est
constante sur R, et égale a sa valeur en 0, c’est-a-dire J. Ce qui montre que A € g.
Réciproquement, si A € g, en dérivant 1'égalité ‘exp(zA) - J - exp(zA) = J (par
rapport & x) en 0, on trouve que ‘A - J + J - A =0, ce qui achéve la preuve de .
On va maintenant montrer que ’application exponentielle induit un homéo-
morphisme
aNS,(R) = GNSHT(R).

Ceci achevera la preuve puisque gNS,,(R) est un R-espace vectoriel normé (d’apres
I’égalité ) de dimension d, et est donc homéomorphe a R?. Tout d’abord, puisque
I'application exp envoie g dans G (par définition) et S, (R) dans S (R) (d’apres
le Théoreme , elle induit bien une application de g NS, (R) vers G NS T (R). De
plus cette application est continue (car c¢’est la restriction de 'application continue
exp : M,,(R) — GL,(R)) et injective (puisque exp est injective sur S, (R) d’apres
le Théoreme . Montrons maintenant qu’elle est surjective. Soit donc M € G N
ST (R). D’apres le Théoréme [2] il existe une unique matrice A € S,,(R) telle que
M = exp(A); il reste & démontrer que A € g, c’est-a-dire que ‘A-J +J- A =0
(d’apres (1])). Pour cela, choisissons @ € R[X] tel que Q(u) = In(p) pour tout réel
p qui est une valeur propre de M ou de M ~! = exp(—A). (Ceci est possible puisque
ces valeurs propres sont en nombre fini, et toutes strictement positives.) D’apres le
Lemme ] on a alors
QM) =4, QM) =-A
Puisque M € G,on a M -J = J - M~'; ceci implique que
AT =1Q(M)-J = QUM)-J = J- QM) = —J - A,

ce qui acheve la preuve de la surjectivité.

Finalement on remarque que l'application inverse de notre bijection est la res-
triction & G N ST (R) de I'inverse de 'homéomorphisme du Théoréme ; elle est
donc continue, ce qui acheve la preuve. [

5.4. Le cas des groupes orthogonaux. Fixons p,q € Zx> tels que p+q =n, et
considérons la forme quadratique non dégénérée sur R™ définie par

2 2 _ 2 2
P(T1, . Tn) =T+ T, Xy~ — T

(Cette forme quadratique est de signature (p,q).) Le groupe orthogonal O(p, q)
est le sous-groupe de GL,(R) formé des matrices inversibles laissant cette forme
quadratique invariante, c’est-a-dire des matrices M € GL,(R) telles que

r(Mz) =r(x)
pour tout z € R™. Si on note

J:=diag(1,...,1,—-1,...,—1),
—— ————
P q
alors on a
riz)="z-J x
pour tout z € R™, ol on identifie x = (x1,...,x,) & la matrice de taille (n,1) et de
coefficients x1, ..., x,. En utilisant cette formule il n’est pas difficile de voir que

O(p,q) = {A € GL,(R) | 'A-J-A=J}.
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Puisque J? = I,, on est dans le cadre d’application de la Proposition ; le groupe
O(p, q) est donc homéomorphe a

(O(p, 9) N O,(R)) x R,
ou
d=dim({A€S,(R) |'A-J+J-A=0}).
Dans ce cas particulier on peut décrire ces données plus explicitement, comme suit.

Proposition 2. L’application envoyant un couple de matrices (A, B) sur la matrice
diagonale par blocs, de blocs diagonaux A et B, induit un homéomorphisme

0p(R) x Og(R) = (O(p, q) N Ox(R)).
De plus, dans ce cas on a
d = pq.
Démonstration. Soit M € M, (R), qu’on écrit par blocs sous la forme
v=(& b)

ou A est de taille (p,p) et D de taille (g, q). Cette matrice appartient & O, (R) si et
seulement si tM - M = I,,, ce qui se traduit par les égalités suivantes :

‘A-A+'C-C=1, 'D-D+'B-B=1, 'A-B+'C-D=0.
De méme, M appartient & O(p, q) si et seulement 'M - J - M = J, ce qui se traduit
par les égalités :

‘A-A-tc.c=1, 'D-D-'B-B=1, 'A-B-'C-D=0.
On obtient donc que M appartient & O(p, ¢) N O, (R) si et seulement si

‘A-A=1, 'C-C=0,'D-D=1,,'B-B=0,'A-B=0, 'C-D=0.

La premiere et la troisieme égalités impliquent que A et D sont orthogonales, et
donc inversibles ; les deux dernieres égalités reviennent alors a dire que B et C sont
nulles. On obtient ainsi que 'application de ’énoncé est bien définie et bijective; le
fait qu’elle est continue ainsi que son inverse est évident.

En utilisant la méme écriture par blocs que ci-dessus, on obtient que M € S,,(R)
si et seulement si A et D sont symétriques et B = ‘C. Dans ce cas, elle vérifie
'IM-J+J-M = 0 si et seulement si A =0 et D = 0. On a donc d = dim(M, 4(R)) =
Dq. U

Une conséquence immédiate de la Proposition [2| est ’énoncé suivant.

Corollaire 2. Le groupe O(p, q) est compact si et seulement si p = 0 ou ¢ = 0,
auquel cas il coincide avec O, (R).

Intéressons-nous maintenant aux composantes connexes de O(p, q).

Corollaire 3. Le groupe O(p, q) admet 4 composantes connexes si p et ¢ sont non
nuls, et 2 sinon. Dans le cas ol p et ¢ sont non nuls, en écrivant les matrices de

GL,(R) sous forme de blocs
A B
C D
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ou A est de taille (p,p) et D de taille (g, q), ces composantes connexes sont les 4
sous-ensembles définis par les conditions

edet(A) >0, ¢&'det(D) >0,
pour les 4 choix possibles de (g,¢’) € {£1}2.

Démonstration. Le décompte du nombre de composantes connexes de O(p, q) est
immédiat & partir de la Proposition [2| puisque O,,(R) admet deux composantes
connexes si m > 1. Par ailleurs, comme vu dans la preuve de la Proposition [2] si

v-(e o)
comme dans I’énoncé et si M appartient & O(p, q), alors
A A=1,+"C-C.
Ceci implique que pour tout z € R™ on a
[Az])? = [|z]|* + | Cz|1?,

et donc que la matrice A est inversible. De méme la matrice D est nécessairement
inversible. L’application continue de M,,(R) dans R? définie par

2) M v (det(A), det(D))

envoie donc O(p,q) dans R* x R*. Si on note G, le sous-ensemble défini dans
I’énoncé pour chaque (g,&’) € {£1}?, on a alors

opg)= || Gea
(e,a)e{£1}?

et chaque G¢ , est non vide et ouvert et fermé dans O(p, ¢), comme image réciproque
d’un sous-ensemble ouvert et fermé de R* x R*. Comme O(p, ¢) admet 4 compo-
santes connexes, ils coincident donc avec ces composantes connexes. O

Supposons encore que p et ¢ sont non nuls. Remarquons que la composante
connexe de O(p,q) contenant le neutre (c’est-a-dire G4q 41) est nécessairement
un sous-groupe distingué de O(p,q). Le quotient par ce sous-groupe définit un
morphisme de groupes surjectif

O(p, q) — {1},

qui envoie chaque G, sur (g,&'). (Ce morphisme est en fait induit par ) Ce
morphisme admet un scindage, qui envoie (e,¢’) sur la matrice

diag(e, 1,...,1,&") ;
on a donc un isomorphisme de groupes

O(p, q) = G141 % {il}z-
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5.5. Le cas du groupe symplectique. Un autre exemple de sous-groupe du
groupe linéaire auquel on peut appliquer la Proposition[I]est le groupe symplectique.
Pour cela on suppose que n est pair et non nul, et on note n = 2m. Nous écrirons
toutes les matrices M de M,,(R) sous forme de blocs, de la fagon suivante :

A B
u-(& )
avec A, B,C, D dans M,,,(R). Le groupe symplectique Sp,, (R) est le sous-groupe de
GL,(R) du type considéré & la Proposition |1}, avec

0 I,
i=(5 ).

Cette matrice vérifie J?2 = —1I,,, et donc cette proposition s’applique effectivement.

La description de 'intersection Sp,,(R) N O, (R) va faire intervenir le sous-groupe
unitaire U,,(C) C GL,,(C). Rappelons que ce sous-groupe consiste en les matrices
M telles que M* - M = I,,,, ou M* est obtenue a partir de M en transposant et en
appliquant la conjugaison complexe a tous les coefficients. Notons également que
toute matrice M de GL,,(C) s’écrit de maniére unique sous la forme M = A+ iB
avec A, B € M,,,(R). Avec ces notations, on a

M*='A—i.-'B,
et donc
M*M=I,s (fA-A+'B-B=1I,¢c¢t'A-B—"'B-A=0).

En d’autres termes, le groupe U,,(C) est isomorphe au groupe dont les éléments
sont les paires (A, B) € M,,(R)? telles que 'A-A+'B-B =1, et ‘A-B—'B-A =0,
muni de la multiplication donnée par

(A,B)-(A",B')=(A-A-B-B'A-B'"+B-A).
Proposition 3. Il existe un homéomorphisme de groupes
U, (C) = Sp,,(R) N O, (R).
De plus, dans ce cas on a d = m(m + 1).
Démonstration. Considérons une matrice
w=(2 7).
avec les conventions ci-dessus. Supposons que cette matrice appartient a Sp,, (R) N

0,.(R). Tout d’abord elle vérifie tM - .J- M = J, ce qui se traduit par les conditions
suivantes :

‘A-Cc='C-A 'A-D-'C-B=1,, 'B-D='D-B.
D’apres la Proposition le groupe Sp,, (R) est stable par la transposition ; on a donc
également M - J - M = J, ce qui se traduit par les conditions suivantes :
A-'B=B-'"A, A-'D-B.'C=1,, C-'D=D-'C.
Enfin, M appartient & O,,(R), donc elle vérifie ‘M - M = I,,, ce qui se traduit par
les conditions suivantes :

'A-A+'C.C=1,, '‘B-B+'D-D=1I,, 'B-A+'D-C=0.
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On obtient donc que
B=B-("A-A+'C-C)=A-'B-A+(A-'D-1,)-C
=A-('B-A+'D-C)-C=-C
et
D=D-(fA-A+'C-C)=(I,+C-'B)-A+C-'D-C
=A+C-('B-A+'D-C) = A.

A B
=% 3)

et que de plus les matrices A et B vérifient ‘A-A+'B-B=1,, et'A-B—'B-A=0.
Réciproquement, on vérifie facilement que si A et B sont des matrices de M,, (R)
telles que ‘A - A+'B-B=1, et ‘A- B—'B-A=0, la matrice

= (G %)

On obtient ainsi que

appartient & Sp,, (R) N O, (R).
Puisque

A BY (A B\_(AA-B-B A-B+B-A
-B A -B A) \-A-BB-B-A A-A-B-B)’
au vu des rappels précédant 1’énoncé on obtient donc bien un homéomorphisme de

groupes

(A+z'B)n—><A B).

donné explicitement par

-B A
Pour terminer la preuve, il reste a étudier {M € S,,(R) | ‘M -J+.J-M = 0}. En
écrivant
A B
(e »)

comme ci-dessus, M est symétrique si et seulement si A et D sont symétriques et
B =!C. Dans ce cas on a

: (A B 0 I,\_(-B A
M'J<tBD'—Im 0) \-D 'B

0 Iy A B ‘B D
S M= (—Im o) ' (tB D) - (—A —B)’
léquation M - J + J - M = 0 se traduit donc par
‘B=B et D=-A.

Notre espace est donc isomorphe & S,,,(R) x S,,,(R), et donc de dimension m(m +
1). O

et

Puisque U,,(C) est connexe (il est méme connexe par arc; cela peut par exemple
se déduire de la diagonalisation des endomorphismes unitaires comme énoncée
dans [Go, Chap. 5, §3.1]), on en déduit en particulier I’énoncé suivant.
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Corollaire 4. Pour tout n > 2 pair, le group Sp,,(R) est connexe.

5.6. Prolongements. Les exemples ci-dessus ne sont pas les seuls pour lesquels
on peut utiliser la décomposition polaire pour étudier la topologie d’un sous-groupe
de GL,(R) ou GL,(C). Pour le cas du groupe O,,(C) on pourra consulter [CGI]
Chap. VI, Ex. B.3] et pour le cas des groupes U(p,q) on pourra consulter [CGI],
Chap. VI, Ex. B.4].

6. AUTRES RESSOURCES SUR CETTE LECON
http://math.univ-1lyonl.fr/~caldero/Agregexterne/Lecon-156-exp.pdf

https://perso.univ-rennesl.fr/matthieu.romagny/agreg/exo/image_exp_reelle.
pdf

Cours et exercices sur ’exponentielle de matrices disponibles sur :

http://benoit.loisel.perso.math.cnrs.fr/teaching/2019-2020/agreg/index.
html
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