ALGEBRE - LECON 108 : EXEMPLES DE PARTIES
GENERATRICES D'UN GROUPE. APPLICATIONS

SIMON RICHE

1. COMMENTAIRES DU JURY (RAPPORT 2024)

La lecon doit étre illustrée par des exemples de groupes tres variés, dont il est
indispensable de donner des parties génératrices. La description ensembliste du
groupe engendré par une partie doit étre connue et les groupes monogenes et cy-
cliques doivent étre évoqués.

Les groupes Z/nZ fournissent des exemples naturels tout comme les groupes
de permutations, les groupes linéaires ou leurs sous-groupes (par exemple SL,, (K),
0,(R) ou SO, (R)). Ainsi, on peut s’attarder sur I’étude du groupe des permuta-
tions avec différents types de parties génératrices en discutant de leur intérét (ordre,
simplicité de A5 par exemple). On peut, en utilisant des parties génératrices perti-
nentes, présenter le pivot de Gauss, le calcul de 'inverse ou du rang d’une matrice,
le groupe des isométries d’un triangle équilatéral. Eventuellement, il est possible de
discuter des conditions nécessaires et suffisantes pour que (Z/nZ)* soit cyclique ou
la détermination de générateurs du groupe diédral.

On illustre comment la connaissance de parties génératrices s’avere tres utile
dans certaines situations, par exemple pour l'analyse de morphismes de groupes,
ou pour montrer la connexité par arcs de certains sous-groupes de GL,(R).

Pour aller plus loin, on peut s’intéresser a la présentation de certains groupes par
générateurs et relations. Il est également possible de parler du logarithme discret et
de ses applications a la cryptographie (algorithme de Diffie-Hellman, cryptosysteme
de El Gamal).

2. PLAN

Comme pour beaucoup de legons d’algebre, [Pe| est une référence incontournable
sur ce sujet.

2.1. Ce qui doit apparaitre. Définition et description du sous-groupe engendré
par une partie.
Définition d’une partie génératrice.

Groupes monogenes et cycliques.

Description des générateurs d’un groupe cyclique.

Théoreme chinois.

Le groupe des inversibles d’un corps fini (ou, plus généralement, tout sous-groupe
fini du groupe des inversibles d’un corps) est cyclique.

Parties génératrices classiques du groupe symétrique S,,.
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Applications : sous-groupe dérivé, 2, est simple si n > 5, tout automorphisme
de &,, est intérieur si n # 6.

Le groupe SL,, (k) est engendré par les transvections, et GL,, (k) est engendré par
les transvections et les dilatations.

Applications : centre de SL, (k) et de GL,(k), description des composantes
connexes de SL, (k) et GL, (k) pour k = R et C, sous-groupes dérivés de SL,, (k) et
GL, (k), simplicité de PSL,, (k) (sauf si (n,k) = (2,F3) ou (2,F3)).

Générateurs de O, (R) et SO, (R).
Applications : SO, (R) est connexe par arcs, SO3(R) est simple.

2.2. Ce qui peut apparaitre. Exemple du groupe diédral : cf. Partie [f}

Générateurs de O(q) et OT(q) pour ¢ une forme quadratique non dégénérée
généraleﬂ

Simplicité de PO, (R) pour n > 5.E|

Description de (Z/nZ)* (en expliquant que ce groupe s’identifie aux automor-
phismes de (Z/nZ,+)), condition pour qu’il soit cyclique. (Ce résultat est énoncé
dans [Pel, p. 84] ; sa démonstration ne fait intervenir que le contenu de [Pel, Chap. I,

§7].)

Théoreme de structure des groupes abéliens finis (ou de type fini).

Engendrement de SLo(Z) par les matrices <1 (1)) et (é })

Présentation d’'un groupe par générateurs et relations. Exemples classiques.

3. QUELQUES QUESTIONS BETES AUXQUELLES IL FAUT ABSOLUMENT SAVOIR
REPONDRE RAPIDEMENT

(1) A quelle condition un produit de deux groupes cycliques est cyclique ? (Réfé-
rence si nécessaire : [Go, §1.2.5, Exercice 4].)

(2) Que peut-on dire des représentations complexes d’un groupe monogene ?
(3) Montrer que si n > 3 le groupe 2, est engendré par les familles suivantes :
(a) les produits de 2 transpositions;
(b) les 3-cycles;

(c) les éléments de la forme o2 pour o € &,,.

(Référence : pour les deux premiers cas, voir [Gol §1.2.5, Exercice 7]. Le
troisieme cas est proposé en exercice dans [Pel p. 40].)

1. Voir [Pe, Chap. VIII].
2. Voir [Pel Chap. VI, §7].
3. Voir [FGNI Ex. 2.19] ou [EGN2] Ex. 3.15].
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4. EXERCICES
4.1. Groupes linéaires.

Exercice 1. Montrer que si p est un nombre premier, le morphisme SL,,(Z) —
SL,,(F,) induit par la réduction modulo p est surjectif pour tout n.

Référence : [CGIL p. 61]. (Cet énoncé est en fait vrai plus généralement pour le
morphisme SL,,(Z) — SL,(Z/mZ) pour tout m > 2, cf. Exercice 10 de la fiche de
la legon 120.)

Exercice 2. Dans cet exercice on propose deux variantes d’énoncés concernant les
morphismes de GL, (k) vers un groupe abélien.

(1) Soit k un corps, soit n > 1, et soit j € Z. Le but de cette question est de
montrer que si p : GL,, (k) — k™ est un morphisme de groupes tel que
p(dlag(A7 17 T 1)) - >\j

pour tout A € k (ou diag(uq,- -, un) désigne la matrice diagonale de coeffi-
cients gy, -+ , fin ), alors p(M) = det(M)? pour tout M € GL, (k).

(a) Montrer que pour toute matrice diagonale M on a p(M) = det(M)’.

(b) Montrer que p vaut 1 sur les matrices de transvection. (Indication : on
pourra utiliser le comportement des matrices de transvection par rapport
au produit.)

(c) Conclure.

(2) Soit k un corps, soit n > 1, et supposons que k # Fy si n = 2. Soit G un
groupe abélien, et soit p : GL, (k) — G un morphisme de groupes.
(a) Montrer qu’il existe un morphisme de groupes 7 : k* — G tel que p =
7 o det. (Indication : on pourra utiliser le résultat de 1'Exercice [5| ci-
dessous.)
(b) Montrer que si k est fini et G = k*, alors il existe ¢ € Z tel que p(M) =
det(M)? pour tout M € GL, (k).

Référence : pour la deuxiéme variante, voir [Gol Chap. 3, §6, Probleme 10].

Exercice 3. Soit k un corps, et soit n € Z>;. Pour 4,5 € {1,--- ,n} et A € k, on
pose
Ti7j()\) =1, + )\Ei’j S Mn(k‘)
(1) Soit M € M, (k). Montrer que rg(M) = 1 si et seulement si M est conjuguée
soit & ALy 1 pour un A € kX, soit a E o.
(2) Soit M € GL, (k). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) M est conjuguée a T 2(1);
(b) M est conjuguée a T; 2(\) pour un A € k*;
(¢) rg(M — I,,) =1 et le polyndéme caractéristique de M est (X —1)".
(3) On suppose que k est de caractéristique p > 0 et que n = 2. Montrer que
M € GLgy(k) est d’ordre p si et seulement si M est conjuguée a T; 2(1). En

déduire que tout automorphisme de GLy(k) stabilise la classe de conjugaison
de Tl’z(l).

Référence : Sujet MG 2013.
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Exercice 4. (1) Soit G un groupe tel que 2(G) = G. Montrer que si H C G est
un sous-groupe tel que G = H - Z(G), alors H = G.

(2) Montrer que si k est un corps et n un entier positif tel que

(k,n) ¢ {(F2,2), (F2,3)},

alors les sous-groupes distingués stricts de SL,, (k) sont exactement les sous-
groupes de son centre.

(3) Que peut-on dire dans les cas (k,n) = (Fa,2) et (k,n) = (F2,3)?

Référence : https://perso.univ-rennesl.fr/matthieu.romagny/agreg/exo/
sous_groupes_distingues_de_SLn_et_GLn.pdf.

Exercice 5. Montrer que Z(GL,(k)) = SLy, (k) dans les cas suivants :
(1) sik est de caractéristique différente de 2;
(2) sik est de cardinal au moins 4.
(3) sin>3.

Qu’en est-il dans la seule configuration non couverte par ces différents cas (c’est-a-
diren=2, k=F9)?

Indications :

. (1 1)\° .
(1) dans le premier cas on pourra remarquer que la matrice 01 est conju-

uée a L1y
g 01’

(2) dans le deuxiéme cas, on pourra considérer le produit

A0 (1 1y Aoy (1 1\
0 At 0 1 0 A 0 1
pour un A € k différent de 1, 0 et —1;
(3) dans le troisiéme cas on pourra considérer le produit
- -1 0\
0 O
0 1

1 0 1 0 -1 0 1 0 1 0

01 0-11 0 O)J-10 1 O -1

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
Référence : [Pe, Chap. IV, §3].

Exercice 6. Montrer que si k # Fq, alors le groupe GL, (k) est engendré par les
matrices inversibles diagonalisables.
(Indication : on pourra remarquer que

0 1)=( 9 )

Référence : [FGN2, Ex. 3.2].

sia € kX))


https://perso.univ-rennes1.fr/matthieu.romagny/agreg/exo/sous_groupes_distingues_de_SLn_et_GLn.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/matthieu.romagny/agreg/exo/sous_groupes_distingues_de_SLn_et_GLn.pdf
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4.2. Groupes symétriques.

Exercice 7. Décrire les sous-groupes distingués de &,. (On pourra commencer
par le cas n > 5.)

Référence : [Pe, p. 30].
Exercice 8. (1) Soit n > 2. Déterminer tous les morphismes de groupes de &,
vers C*. (Réponse : il n’y en a que 2 : le morphisme trivial et la signature.)
(2) En déduire quelles sont les représentations complexes de dimension 1 de &,,.
Exercice 9. Fixons 0 € &,,, et considérons
Zg,(0)={r €6, |or =710}.
(1) Montrer que si T € Zg, (), alors 7 permute les supports des cycles apparais-
sant dans la décomposition de o en produit de cycles a supports disjoints.

(2) Pour tout j > 1, notons a; le nombre de cycles de longueur j dans la
décomposition de o en produit de cycles a supports disjoints. Montrer que

Ze, (o) = [ ] a;'5*.

j=21
(3) En déduire le cardinal de la classe de conjugaison de o.
Référence : [CG2, Chap. XIII, §§C.1.3-C.1.6].

Exercice 10. Le but de cet exercice est de calculer le nombre minimal de transpo-
sitions nécessaire pour écrire un élément de &,, comme produit de transpositions.
On propose 2 méthodes légerement différentes. Pour ¢ € G,,, on notera :
e N (o) le nombre de cycles apparaissant dans la décomposition de o en produit
de cycles & supports disjoints (en comptant les cycles de longueur 1) ;
e N,(o) le nombre d’orbites de l’action du sous-groupe de &,, engendré par o
sur {1, -+ ,n};
e N.(0) le nombre minimal de transpositions nécessaire pour écrire o comme
produit de transpositions.

(1) Rappeler pourquoi N.(o) = Ny(0o).

(2) Montrer que tout m-cycle s’écrit comme un produit de m — 1 transpositions
(pour 1 <m < n).

(3) En déduire que Ny(0) < n — N(o).
(4) Premiére méthode pour démontrer que N,(0) > n — N¢(o).

(a) Montrer que pour toute transposition 7 et tout o € &, on a N.(100) =
Nc(o) £1.
(b) En déduire que pout tout o on a N.(c) > n — N,(o) et conclure.

(5) Deuziéme méthode pour démontrer que N,(c) > n — N.(o). On fixe un corps

k.

(a) Montrer que si V un k-espace vectoriel de dimension finie et si Hy, - , H,.
sont des hyperplans de V', alors

dim(H;N---NH,) >dim(V) —r.
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(b) On note p : &,, — GL, (k) le morphisme de groupes envoyant une permu-
tation sur la matrice de permutation correspondante. Montrer que pour
tout 0 € &,, on a

dimker(p(o) —id) = N.(o0).
(¢) Montrer que pour tout o € &, on a
dimker(p(o) —id) > n — N, (o),
et conclure.

(6) En déduire que le nombre minimal de transpositions nécessaires pour engen-
drer ©,, est n — 1.

Référence : pour une autre méthode permettant de démontrer ce résultat, on
pourra consulter [FGNT| Ex. 2.19].

Exercice 11 (Présentation du groupe symétrique par générateurs et relations).

Soit n > 2. Pour ¢ € {1,--- ,n — 1} on on note s; la transposition (i,7 + 1). On
note I',, le groupe donné par la présentation avec générateurs ry,---,7,_1 et les
relations suivantes :

e 7?2 =¢ pour tout i € {1,--- ,n—1};

e r;v; =r;r; pour tous 4,7 € {1,--- ,n — 1} tels que |i — j| > 2;

® 7iri 117 = Tip177i41 pour tout i € {1,--- ,n — 2}

Le but de cet exercice est de montrer que ’application envoyant chaque r; sur s;
induit un isomorphisme de groupes entre I';, et G,,.

(1) (a) Montrer que les éléments (s; : i € {1,---,n — 1}) vérifient les relations
ci-dessus dans ©,,.

(b) En déduire que l'application envoyant chaque r; sur s; induit un mor-
phisme de groupes surjectif de I';, vers &,,.

(2) Pour tout k € {1,--- ,n— 1}, on note Hy, le sous-groupe de I',, engendré par
r1,---,T,. On note aussi Hy = {e}. Montrer par récurrence sur k que pour
tout k € {0,---,n—2} on a

Hyy1 = Hp U Hgrgq1 Hy.
(Indication : on pourra montrer que Hy U Hyry11 Hj est stable par multipli-
cation & gauche par chacun des r; pour j € {1,--- ,k +1}.)

(3) Dans cette question on va montrer (encore par récurrence sur k) que pour
tout k € {0,--- ,n—2} on a [Hi1: Hi) < k+2.

(a) Vérifier le cas k = 0.

(b) A partir de maintenant on fixe k € {0,---,n — 3} et on suppose que
[Hpy1 @ Hg]) < k4 2. On note 71, ,Yk+2 une famille d’éléments de
Hy 1 tels que

k+2
Hy1 = U viH.
i=1

Montrer que

{97429 " 19 € Hyp1} = {Virhsoy; " ri€ {1,k +2}}.
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(¢) En déduire que
k42
Hyyo=Hpp U U Yirkr2V; ' Hegr-
i=1
(Indication : on pourra utiliser la question (2)).)
(d) En déduire que [Hyy2 : Hp41] < k + 3 et conclure.
(4) Montrer que |T',,| < n! et conclure.

Référence : [Wi, §2.8.1).
4.3. Groupes abéliens.

Exercice 12. Combien existe-t-il de morphismes de groupes de Z/nZ vers Z/mZ?
Lesquels sont injectifs 7 Lesquels sont surjectifs ?

Exercice 13. On considere le groupe U des racines de 'unité dans C.
(1) Montrer qu’il existe un isomorphisme de groupes U = Q/Z.
(2) Montrer que U n’est pas de type fini.
(3) Décrire les sous-groupes de U de type fini.

Exercice 14. Montrer que si G est un groupe abélien engendré par n éléments,
alors tout sous-groupe de G est engendré par au plus n éléments. (Indication : On
pourra commencer par considérer le cas ou G = Z", et penser au théoréme de la
base adaptée.)

Cette propriété est-elle vraie pour les groupes non abéliens ? (On pourra penser
notamment au groupe symétrique.)

4.4. Autres.

Exercice 15. Déterminer le sous-groupe dérivé du groupe diédral D,,. (En cas de
besoin, voir le ci-dessous pour des rappels sur les groupes diédraux.)

Exercice 16. Le but de cet exercice est de montrer que tout endomorphisme
surjectif du groupe SLa(Z) est un isomorphisme. On rappelle qu’un groupe est dit
de type fini s’il est engendré par un nombre fini d’éléments. On utilisera le fait que
SLo(Z) est de type fini, cf. par exemple [FGN2, Ex. 3.15].

(1) Montrer que si G est un groupe de type fini et H est un groupe fini, alors il
n’existe qu'un nombre fini de morphismes de groupes de G dans H.

(2) On veut montrer que si G est un groupe de type fini et H un groupe fini, si
f : G — G est un morphisme surjectif, et si g : G — H est un morphisme,
alors on a ker(f) C ker(g).

(a) On fixe a € ker(f). Montrer qu'il existe une suite (b,,)n>0 d’éléments de
G tels que f"(b,) = a pour tout n > 1.

(b) Montrer que si m >mnon a (go f™(by)) =e.

(¢) En déduire que si g(a) # e alors les morphismes (go f™ : n > 1) sont tous
distincts.

(d) Conclure.

(3) Montrer que si A € SLy(Z) ~\ {Id}, alors il existe un groupe fini H et un
morphisme f : SLo(Z) — H tel que f(A) # e. (Indication : on pourra
considérer la réduction modulo un nombre premier, et distinguer les cas o
A est diagonale ou non.)
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(4) Conclure.
Référence : [FGN2, Ex. 3.16].

5. COMPLEMENT : SOUS-GROUPES FINIS DES GROUPES LINEAIRES

Le but de cette partie est de présenter des résultats concernant les sous-groupes
finis des groupes GL,,(R) et GL,,(Q), principalement dans le cas n = 2. Ces résultats
sont tirés de [FGN2l Ex. 3.17, 3.18, 3.19].

5.1. Rappels sur les groupes diédraux. Pour n > 2, on consideére le polygone
régulier dont les sommets sont les nombres complexes e pour k € {0,...,n—1}.
On définit alors D,, comme le sous-groupe des isométries de R? (identifié & C de la
maniére usuelle) qui stabilisent ce polygone.
On note : .
e 1 la rotation d’angle 27” (correspondant & la multiplication par e’ dans 0),
e s la symétrie par rapport & 1’axe des abscisses (correspondant & la conjugaison
complexe dans C).
Il est clair que r est d’ordre n, s est d’ordre 2, et ces éléments vérifient

srs =711

Les isométries (linéaires) de R? sont soit des rotations, soit des réflexions ortho-
gonales par rapport a une droite. On peut lister celles qui sont dans D,, :
e rotations : celles d’angles KT (c’est-a-dire id,r, 7%, ... 7" 1);
e réflexions :

(1) sin est pair, ¢’est-a-dire n = 2m avec m € Zx>1 : celles d’axes passant par

0 et chaque sommet %" avec k € {0,...,m—1}, et celles d’axes passant
. N ik i(k+1)m
par 0 et le milieu de I'aréte [e % e | pour k € {0,...,m —1}.

(2) si n est impair, c'est-a-dire n = 2m + 1 avec m € Z>( : celles d’axes
passant par 0 et chaque sommet e avec k € {0,...,n—1}.

Dans les deux cas, D,, contient n réflexions, qui sont les transformations r*s

pour k € {0,...,n—1}.
En particulier, de cette analyse on déduit le lemme suivant.

Lemme 1. Le groupe D,, est engendré par s et r, et est de cardinal 2n.

Remarque. Dans le cas n = 2, on trouve que Dy = Z/27Z x Z/2Z. C’est le seul
cas ou le groupe D,, est commutatif.

L’énoncé suivant exprime l'idée que D,, est “entierement caractérisé”, comme
groupe, par les propriétés de r et s considérées ci-dessus.

Lemme 2. Soit n > 2. Soit G un groupe engendré par deux éléments u et v qui

vérifient

UVY = v_l,

avec u d’ordre 2 et v d’ordre n. Si n = 2, on suppose de plus que u et v sont
distincts. Alors il existe un isomorphisme de groupes

D, = G

envoyant s sur u et r sur v.
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Démonstration. Comme on I’a vu ci-dessus chaque élément de D,, s’écrit de maniere
unique sous la forme s%r® avec a € {0,1} et b € {0,...,n — 1}. On considere
I’application

p:D, =G

définie par
sD(SLL?,,b) — 'Lta’l)b
pour a,b comme ci-dessus.
Montrons que ¢ est un morphisme de groupes. Soient g, g’ € D,, ; il existe alors
des éléments uniques a,a’ € {0,1} et b,d’ € {0,...,n — 1} tels que g = 5P,
g =u*v". On a alors

0(9) - plg) = @(sr%) - p(s” 1) = uvbu .
Si @’ = 0, en notant b” I'unique élément de {0,...,n — 1} congru & b 4+ b’ modulo
n on a
uavbua'vb' _ uavb+b' _ Ua’l}b” _ QD(Sa’f’b”) _ gD(SaTb . Salrbl) _ 90(9 ) g/).

b b

Sia’ =1, puisque v’u = uv~" on a

uavbua/vb/ _ ua—i—lvb/—b.
Si on note a”, resp. b”, 'unique élement de {0, 1}, resp. {0,...,n — 1}, congru &
a + 1 modulo 2, resp. & b’ — b modulo n, alors on a

/ !/
a,b a

b =p(s* ") = p(sr’ - s ") = p(g - g').

uvPu® o?
On a donc bien démontré que ¢ est un morphisme de groupes.

L’image de ¢ est un sous-groupe de G contenant u et v; puisque ces éléments
engendrent G par hypothese, cette image est donc G ; en d’autres termes, @ est
surjectif. Pour conclure, il reste & voir que ¢ est injectif. Considérons g € ker(yp),

et écrivons g = s avec a € {0,1} et b€ {0,...,n —1}. Si a = 0 alors

Puisque v est d’ordre n, ceci implique que b = 0, et donc que g = id est 1’élément
neutre de D,,. Si a =1, alors

o(g) = @(sr’) = w’.

On a donc uv® = e, c’est-a-dire u = v~°. Puisque u est une puissance de v il

commute & v, et donc uvu~! = v. Puisque v = u ™! et uvu = v~! on en déduit que
v =v"1, et donc n = 2. Mais I'égalité u = v~" montre qu’alors soit u = e (ce qui
est impossible car u est d’ordre 2) soit u = v, ce qu’on a exclu. Le cas a = 1 ne
peut donc pas se produire, ce qui complete la preuve. (I

Remarque. L’hypothese supplémentaire dans le cas n = 2 est nécessaire, puisque
le groupe Z/27Z est engendé par les éléments u = 1 et v = 1 qui sont d’ordre 2 et
vérifient vy = v~!, mais ce groupe n’est pas isomorphe & Do, qui est d’ordre 4.
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5.2. Réductions. Les énoncés suivants (dont les preuves sont basées sur la méme
idée, appliquée dans des contextes différents) permettent de ramener 1’étude des
sous-groupes finis de GL,(R) & ceux de O, (R), et celle des sous-groupes finis de
GL,(Q) & ceux de GL,(Z). (Ici on rappelle que GL,(Z) désigne le groupe des
inversibles de ’anneau des matrices de taille n a coefficients dans Z, qui consiste
en les matrices a coefficients entiers et de déterminant +1.)

Lemme 3. (1) Soit G un sous-groupe fini de GL,,(R). Alors il existe a € GL,,(R)
tel que a-G-a~! C 0,(R).
(2) Soit G un sous-groupe fini de GL,(Q). Alors il existe a € GL,(Q) tel que
a-G-a"t C GL,(Z).

Démonstration. Notons (—, —) le product scalaire euclidien usuel sur R™. On
rappelle que O, (R) est le groupe des transformations qui préservent ce produit
scalaire : on a

0,(R) = {a € GL,(R) | Vu,v € R", (a-u,a-v) = (u,v)}.

On définit une forme bilinéaire {(—, —)g sur R™ en posant, pour u,v € R™,
(w,v)e = > (g-u,9-v).
gea

Il est facile de voir que tout élément de G préserve cette forme bilinéaire : pour
tous g € G et u,v € R" on a (g-u,g-v)g = (u,v)g. Il est clair également que
(=, =) est un produit scalaire (c’est-a-dire une forme bilinéaire symétrique définie
positive). Par la classification des telles formes, il existe a € GL,(R) tel que pour
tous u,v € R" on a

(u,v)g = (a-u,a-v).
Pour tous g € G et u,v € R" on a alors

{aga™" ~u,aga™ -v) = (ga™t - u, g0t - v)e = (a7 w0 - v)e = (u,v)

et donc aga=t € O, (R). Ce qui prouve que a- G -a~1 C O,(R).
L’idée est la méme que pour , en utilisant le fait suivant. On considere le
sous-ensemble Z™ C Q™ consistant en les vecteurs a coordonnées entieres. Alors

GL,(Z) ={a € GL,(Q) | a-Z" =Z"}.

(Ici, a - Z™ désigne l'image de Z™ par lapplication linéaire associée a a.)

On pose

A=>"g-z"cQ"
geG

Alors A est un Z-module de type fini. Il est sans torsion (car inclus dans Q"), et
donc libre. Puisqu’il contient Z™, son rang est au moins n. Et comme n+ 1 vecteurs
de Q™ sont toujours linéairement liés sur QQ, et donc sur Z, son rang est au plus
n. Donc le rang de A est exactement n. Soit (eq,...,e,) la base canonique de Q",
qui est aussi une Z-base de Z". Si (f1, -, fn) est une Z-base de A, alors cette
famille est également une famille libre du Q-espace vectoriel Q™, constituée de n
vecteurs, et donc une Q-base de Q™. Il existe donc une matrice a € GL,,(Q) telle
que e; = a - f; pour tout i, et donc Z"™ = a - A.

Pour tout g€ Gonag-A=A, et donc

aga - Z"=ag-A=a-A=17".
Ce qui montre que aga~! € GL,,(Z), et donc a- G -a~! C GL,(Z). O
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5.3. Sous-groupes finis de GL2(R). Dans la preuve des énoncés qui suivent on
va utiliser la structure du groupe O2(R). Tout d’abord, rappelons que SO3(R) est
Pensemble des matrices de rotation du plan; il s’identifie (comme groupe) a R/Z
via l'application envoyant la classe d’un réel x sur la matrice

R() = (cos(27rx) sin(27rx)) |

sin(2rz)  cos(2mx)

En particulier, ce groupe est commutatif. Par ailleurs, si a € O2(R) \. SO2(R) alors
a est la matrice d'une réflexion orthogonale du plan, et pour tout x € R on a

(1) a-R(z)-a~!=R(—z) = R(z)"".

On commence par décrire les (classes d’isomorphisme de) sous-groupes finis de
SLa(R).

Proposition 1. Tout sous-groupe fini de SLy(R) est cyclique. Réciproquement,
tout groupe cyclique est isomorphe & un sous-groupe de SLa(R).

Démonstration. Soit G un sous-groupe fini de SLo(R). D’apres le Lemme ,
il existe a € GL2(R) tel que a- G -a~! C Oz(R). On a alors automatiquement
a-G-a"t C SOz(R). Comme expliqué ci-dessus on a un isomorphisme de groupes
SO5(R) = R/Z. Pour conclure la preuve de la premiere assertion, il suffit donc de
montrer que tout sous-groupe fini de R/Z est cyclique.

On va montrer plus précisément que les sous-groupes finis de R/Z sont tous de
la forme (%Z)/Z pour un n € Zsg. En effet, soit H un tel sous-groupe, et soit n son
cardinal. Alorssih € H,onan-h =0. Si z € R est un élément dont la classe est h,
cela signifie que n-z € Z, c’est-a-dire € +Z. On a donc montré que H C (+Z)/Z.
D’autre part, (%Z) /Z est de cardinal n; cette inclusion est donc une égalité, ce qui
conclut la preuve.

Finalement, il reste a voir que tout groupe cyclique peut se réaliser comme sous-
groupe de SLy(R) ; pour cela on remarque que si n € Zsg le sous-groupe formé des

matrices R(25%) avec k € {0,...,n — 1} est isomorphe & Z/nZ. O
Passons maintenant aux sous-groupes de GL2(R).

Proposition 2. Si G est sous-groupe fini de GL2(R), alors soit G est cyclique, soit
il est isomorphe a un groupe diédral D,, avec n > 2. Réciproquement, tout groupe
cyclique ou diédral est isomorphe & un sous-groupe de GLa(R).

Démonstration. D’apres le Lemme , il existe a € GLa(R) tel que a- G -a~! C
O5(R). Pour simplifier les notations on pose G’ = a-G-a~"; on veut donc démontrer
que G’ est cyclique ou diédral. Considérons l'intersection G’ N SO2(R). 11 s’agit
d’un sous-groupe de SLs(R); d’apres la Proposition [1]il est donc cyclique. Si G’ C
SO2(R), G’ est donc cyclique. Sinon, choisissons un générateur g de G’ N SO2(R),
et un élément h € G’ . SO2(R). D’apres on a hgh™! = g~!. En utilisant le
Lemme 2] on obtient que le sous-groupe H de G’ engendré par g et h est isomorphe
a un groupe diédral. Pour conclure la preuve de la premiere assertion, il reste a voir
que H = G'. Mais H contient G’ N SO2(R); on a donc des morphismes injectifs

H/(G'NSO2(R)) — G'/(G' NSO2(R)) < O2(R)/SO2(R).
Mais le groupe O2(R)/SO5(R) est isomorphe & Z/27Z; comme H/(G' N SO2(R)) a

au moins 2 éléments, ces injections sont des isomorphismes, ce qui implique que

H=¢.
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La deuxieme assertion de la proposition est claire : on a déja vu dans la Proposi-
tion |1 que tout groupe cyclique est isomorphe & un sous-groupe de GL2(R), et par
définition c’est aussi le cas pour tout groupe diédral. O

Remarque. Un autre cas classique dans lequel on sait décrire tous les sous-
groupes finis d’un groupe de matrices est celui de SO3(R) ; voir par exemple [CG2,
Chap. XII]. En utilisant le Lemme, cela permet de décrire tous les sous-groupes
finis de SL3(R).

5.4. Sous-groupes finis de GLy(Q). On va maintenant s’intéresser aux sous-
groupes finis de GLy(Q).

Lemme 4. Si M € GL2(Q) est d’ordre fini, alors cet ordre appartient a
{1,2,3,4,6}.
Réciproquement, il existe des matrices a coefficients entiers de chacun de ces ordres.

Démonstration. Soit r 'ordre de M. Alors M est annulée par le polyndéme X" — 1.
En utilisant la formule classique
X' —1=]]2a

d|r

ou ®,4 est le polyndéme cyclotomique d’indice d, et le fait que ces polyndémes sont
irréductibles dans Q[X], on obtient que le polynéme minimal pps de M, qui est un
diviseur de X" —1 a coeflicients dans Q, est un produit de polynomes cyclotomiques
distincts. Par ailleurs, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton M est annulée par
son polynéme caractéristique, donc deg(uas) < 2. On remarque ensuite (en utilisant
la formule classique pour I'indicatrice d’Euler) qu’il existe :

e deux polynoémes cyclotomiques de degré 1, a savoir ®; et P ;

e trois polynémes cyclotomiques de degré 2, a savoir @3, &4 et Pg.
Donc pps est soit égal soit a I'un de ces polynomes, soit au produit ®; - ®5. Dans
tous les cas il divise soit X* — 1 soit X% — 1, donc M est annulé soit par X* — 1
(auquel cas M est d’ordre 1, 2 ou 4), soit par X% — 1 (auquel cas M est d’ordre 1,
2, 3 ou 6).

Il reste a exhiber des matrices a coefficients entiers d’ordre 1, 2, 3, 4 et 6. Bien

str, I est d’ordre 1 et —I5 est d’ordre 2. On vérifie facilement que la matrice

2 0 )

est d’ordre 4 et que la matrice

0 1
()
est d’ordre 6, de sorte que son carré est d’ordre 3. [l

Remarque. Comme expliqué dans [FGN2, Ex. 3.18], pour tout k dans {2,3,4,6}
il existe en fait une infinité de matrices dans GLo(Z) qui sont d’ordre k. Il en existe
également une infinité qui sont d’ordre infini.

Proposition 3. Tout sous-groupe fini de GLy(Q) est isomorphe & 'un des groupes
suivants : {1}, Z/2Z, Z./3Z, 7./AZ, 7./6Z, Ds, D3, D4, Dg. Réciproquement chacun
de ces groupes peut étre réalisé comme un sous-groupe de GLo(Z).
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Démonstration. Si G est un sous-groupe de GL2(Q) alors c’est aussi un sous-groupe
de GL2(R), donc il est soit cyclique soit diédral d’apres la Proposition Par ailleurs,
d’aprés le Lemme {4 les ordres de ses éléments sont 1, 2, 3, 4 ou 6, donc G est
isomorphe a I'un des groupes cités dans 1’énoncé.

Réciproquement, si k € {1,2,3,4,6}, d’apres le Lemme [4] il existe une matrice
dans GLy(Z) d’ordre k ; le sous-groupe engendré par cette matrice sera donc cyclique
d’ordre k. Par ailleurs si M est 'une des matrices dans ou alors avec

=)

onaA-M- A1 = M~ Donc le sous-groupe engendré par A et M est isomorphe
a Dy dans le premier cas, et a Dg dans le deuxieme, d’apres le Lemme [2| De la
méme maniere on exhibe des sous-groupes isomorphes & Dy ou D3 en partant du
carré des matrices M considérées ci-dessus. O

5.5. Sous-groupes de GL,,(Q). On termine avec un résultat (moins précis) con-
cernant les sous-groupes finis de GL,,(Q) pour n général. La preuve utilisera le fait
suivant.

Lemme 5. Soit M € M, (Z). Si M est annulée par un polynéme P € C[X] dont
les racines (complexes) sont simples et de module strictement inférieur & 1, alors
M =0.

Démonstration. Soient M et P comme dans ’énoncé. Puisque P est (scindé) a
racines simples, M est diagonalisable sur C : il existe Q € GL,(C) et D € M,,(C)
diagonale telles que M = QDQ~'. De plus, les coefficients de D sont des racines
de P, donc des nombres complexes de module strictement inférieur & 1. On a donc

M* ——— 0. Considérant la norme || - ||oo sur M, (C) donnée par
k—+oo
14lloo = max lasl,

puisque chaque M* est & coefficients entiers, et puisque ||M*| o < 1 pour k assez
grand, on a M* = 0 pour k assez grand. Donc D* = 0 pour k assez grand, ce qui
implique que D = 0 et donc M = 0. O

Dans I’énoncé suivant on considere le morphisme de groupes GL,,(Z) — GL,,(F3)
induit par le morphisme canonique Z — Z/37Z = Fs.

Proposition 4. Si G est un sous-groupe fini de GL,,(Z), alors la restriction du
morphisme canonique GL,(Z) — GL,,(F3) & G est injective; en particulier, G est
isomorphe & un sous-groupe de GL,,(F3).

Démonstration. Soit M € G, et supposons que M est dans le noyau du morphisme
GL,(Z) — GL,(F3) considéré ci-dessus. Alors il existe N € M,,(Z) telle que M =
I, + 3 - N. D’autre part, soit ¢ ordre de M. Alors N est annulée par le polynéme
P(X) = (1+3X)7—1, dont les racines sont les nombres complexes de la forme
‘“T_l ol w est une racine g-ieme de 'unité. Ce polynoéme a ¢ racines, qui sont donc
simples, et elles sont toutes de module strictement inférieur a 1. D’apres le Lemme ]

ona N =0, et donc M = I3, ce qui conclut la preuve. [

Cette proposition implique que tout sous-groupe fini de GL,(Z) est de cardinal
au plus
|GL,(F3)| = (3" —1)- (3" = 3)--- (3" — 3"~ 1).
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Puisque, pour chaque entier, il n’existe qu'un nombre fini de groupes (& isomor-
phisme pres) de cardinal cet entier, on en déduit que GL,,(Z) n’a qu’un nombre fini
de sous-groupes finis, & isomorphisme pres. En utilisant le Lemme , ces résultats
sont également vrais pour les sous-groupes finis de GL,(Q).

6. AUTRES RESSOURCES SUR CETTE LEGON

6.1. Fiches mises a disposition par des collegues. https://www.math.univ-paris13.
fr/~boyer/enseignement/agreg/generatrices.pdf
http://math.univ-1lyonl.fr/~germoni/agreg/generatrices.pdf
https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~harari/enseignement/agregls/
partgen.pdf

6.2. Sujets d’écrit en rapport avec la lecon.

(1) La partie 4 du sujet MG 2014 porte sur les écritures “réduites” d’un élément
de &,, comme produit de transpositions de la forme (k,k + 1) avec k €
{1,...,n—1}. Cette partie est indépendante du reste du sujet, et peut fournir
un complément et/ou une révision utile sur ce sujet.

(2) Le sujet MG 2013 utilise de fagon importante le fait que les transvections
engendrent SLn(kz), et certaines questions portent spécifiquement sur ces ma-

trices (voir notamment 1"Exercice [3]). Une étude approfondie de ce sujet est
conseillée également.
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