PREPARATION A I’AGREGATION EXTERNE :
RAPPELS SUR LES SERIES DE FOURIER

SIMON RICHE

Sauf mention du contraire, le contenu de cette fiche est tiré de [QZ, Chap. IV].
Une autre référence conseillée pour ces notions est le livre [EA]. (Notons cependant
que ce livre ne fait pas partie de la bibliothéque fournie par le jury pour les oraux!)

1. QUELQUES EXTRAITS DES DOCUMENTS OFFICIELS

1.1. Programme concernant les séries de Fourier (session 2025). Séries
de Fourier des fonctions localement intégrables périodiques d’une variable réelle.
Lemme de Riemann-Lebesgue. Produit de convolution de fonctions périodiques.
Théorémes de Dirichlet, de Fejér et de Parseval.

1.2. Commentaires du jury sur la lecon 246 — Séries de Fourier. Exemples
et applications (rapport 2023). Dans cette lecon, la théorie L? est incontour-
nable, et son interprétation en terme d’isométrie doit étre mise en évidence. Les
candidats doivent pouvoir écrire l'identité de Parseval pour exprimer le produit
scalaire de deux fonctions de L?(T).

En ce qui concerne la convergence simple, ou uniforme ou en norme LP au sens
de Cesaro, les propriétés cruciales des noyaux utilisés devront étre clairement ex-
plicitées.

Un autre théme important est le lien entre régularité de la fonction et vitesse de
convergence vers 0 de ses coefficients de Fourier.

Il est important d’illustrer cette lecon de quelques unes des innombrables appli-
cations des séries de Fourier : calculs de sommes de séries, équations aux dérivées
partielles (équation de la chaleur, probléme de Dirichlet sur le disque unité, etc.),
inégalité de Bernstein, formule sommatoire de Poisson et ses applications, inégalité
de Wirtinger, inégalité isopérimétrique, etc.

Les candidates et candidats solides pourront s’intéresser a la divergence des séries
de Fourier dans divers contextes (soit en exhibant des contre-exemples, soit en
utilisant la théorie de Baire), mais aussi aux procédés de sommation presque partout
des séries de Fourier, aux séries de Fourier lacunaires, a ’algébre de Wiener des
séries de Fourier absolument convergentes, la convergence de la série de Fourier
d’une fonction a-holdérienne si a > %, etc.

2. PRELIMINAIRES

2.1. Espaces L”.

Date: Année 2024-25.
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2.1.1. Définition (cas p < o0). Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Si p > 1, on note
Z£P(X) lespace vectoriel complexe des fonctions f : X — C mesurables et telles

que
/ |fPdp < oo.
X

1/p
fllp(/xlflpdu> .

On définit ensuite L?(X) comme le quotient de £?(X) par la relation d’équivalence
définie par légalité presque partout; la structure d’espace vectoriel sur £?(X)
induit une structure d’espace vectoriel sur L?(X), et application f — || f]|, induit
une fonction (notée de la méme fagon) de LP(X) dans R>¢, qui est une norme,
et munit donc LP(X) d’une structure d’espace vectoriel normé. (Pour les détails,
voir [BP, §9.3].) Le Théoréme de Riesz—Fischer (voir [BP, Théoréme 9.3]) affirme
que cet espace vectoriel normé est complet (c’est-a-dire un espace de Banach).

Pour f € .#P(X) on note

Proposition 1 (Inégalité de Holder). Supposons que p est une mesure de proba-
bilité. Si p < ¢ alors Z9(X) C .£P(X), et pour tout f € .Z£(X) on a

11l < 1Fllg-
En particulier, l'inclusion Z(X) C £?(X) induit une application injective
LI(X) = LP(X)
aprés passage au quotient.
Référence : voir [BP| Proposition 9.2 et Corollaire 9.2].
Dans le cas p = 2, I'espace L?(X) est un espace de Hilbert (complexe) pour le

produit scalaire (-, -) défini par

= du.
Voir [BPL §9.6].

2.1.2. Densité des fonctions continues & support compact. Pour le prochain énoncé,
on suppose que X est un intervalle ouvert de R muni de la tribu borélienne et de
la mesure de Lebesgue. Notons %, (X) lespace vectoriel des fonctions f : X — C
continues & support compact. Notons qu’une telle fonction est toujours mesurable
et intégrable, et que deux fonctions continues qui coincident presque partout sont
égales.ﬂ On a donc une inclusion %, (X) C £P(X), et la composée

%.(X) = ZLP(X) —» LP(X)
est injective. On peut donc considérer é.(X) comme un sous-espace vectoriel de

LP(X).

Proposition 2 (Densité des fonctions a support compact). Si X est un intervalle
ouvert de R (muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue), alors le
sous-espace vectoriel %, (X) C LP(X) est dense.

1. Plus généralement, ceci reste vrai pour un espace métrique X muni d’une mesure sur la
tribu borélienne dont le support est X.
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Référence : ce résultat est démontré dans [BP, Théoréme 9.4] dans le cas X = R.
Le cas d’un intervalle ouvert peut s’y ramener car cet intervalle est homéomorphe
a R. Pour une version plus générale de cette proposition, qui couvre le cas d’un
ouvert de R™ (pour la mesure de Lebesgue), voir [Rul, Théoréme 3.14].

2.1.3. Définition (cas p = o0). Revenons au cadre d’un espace mesuré (X,.A, u)
général. Pour p = 400, on note .£*°(X) l'espace vectoriel complexe des fonctions
f + X — C qui sont mesurables et essentiellement bornées, c’est-a-dire telles qu’il
existe M € R tel que {z € X | |f(z)| > M} est de mesure nulle. Si f est une telle
fonction, on note || f||« le plus petit réel M vérifiant cette condition.ﬂ On définit
alors L°(X) comme le quotient de .£*°(X) par la relation d’équivalence définie
par P'égalité presque partout. La structure d’espace vectoriel sur .£°°(X) induit
une structure d’espace vectoriel sur L>°(X), et 'application f — || f|lco induit une
fonction (notée de la méme fagon) de L*°(X) dans R>, qui est une norme, et munit
donc L°°(X) d’une structure d’espace vectoriel normé. Encore une fois, cet espace
est complet, c’est-a-dire un espace de Banach. Pour tout cela, voir [BP, §9.5].

2.2. Théoréme de Fubini. Rappelons qu'un espace mesuré (X, A, p) est dit o-fini
s’ll existe une suite (A,)n>0 de parties mesurables de X, telles que p(4,) < 400
pour tout n, et X = J, o An. Etant donnés deux espaces mesurés (X1, Ay, p11) et
(X2, Az, u2), la tribu produit A; x As est la tribu engendrée par les parties A; x A,
avec Ay € Ay et Ay € As. Si (X7, Ay, 1) et (Xa, Ag, o) sont supposés o-finis, alors
il existe une unique mesure v sur A; x Aj telle que v(A; X As) = u1(A1) - pa(Asz)
si A) € Ay et Ay € Ay (voir [BP Théoréme 11.1]). Cette mesure est o-finie; elle
est appelée mesure produit de py et ps, et notée g X po.

Théoréme 1 (Théoréme de Fubini). Soient (Xi,.A1,p1) et (Xa, Az, pi2) deux es-
paces mesurés o-finis. Soit f : X7 X X9 — C une fonction intégrable.ﬁ Alors :
(1) Pour presque tout z € X7, la fonction y — f(x,y) est une fonction intégrable
sur X, et la fonction x — fX2 f(x,y)dus(y) est une fonction intégrable sur
Xi.
(2) Pour presque tout y € X, la fonction  — f(x,y) est une fonction intégrable
sur X1, et la fonction y — le f(z,y)du1(z) est une fonction intégrable sur
Xs.
(3) On a

/Xlxx2 o, y)d(puy X p2)(x,y) = /Xl ( . f(:my)dm(y)) dp ()

= [ ([ femim ) auw).
Référence : [BPl Théoréme 11.3].

Remarque 1. Pour vérifier 'hypothése d’intégrabilité sur f, on peut utiliser le
théoréme de Fubini—Tonelli, dont ’énoncé est le méme que ci-dessus mais pour une
fonction f a valeurs réelles positives (de sorte que toutes les intégrales considérées
existent, méme si elles peuvent valoir +00), en supposant simplement que f est
mesurable, voir [BP, Théoréme 11.2].

2. Cette phrase sous-entend que ’ensemble des réels M ci-dessous admet un minimum, ce qui
n’est pas complétement évident mais découle des propriétés standard des mesures.
3. Rappelons qu’une fonction est intégrable si 'intégrale de son module est finie.
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2.3. Remarques sur la notation Y. La théorie des séries de Fourier conduit na-
turellement & considérer des sommes infinies indexées par Z, alors que les sommes
rencontrées habituellement dans 1’étude des séries de fonctions sont indexées par
Z>o (ou Z>1, ou des variantes similaires). Ce remplacement n’est pas anodin,
puisque Z>(o admet (pour 'ordre naturel) un plus petit élément, alors que Z n’en
posséde pas. Ce que 'on note

désigne toujours, sans ambiguité,

=0

(quand cette limite existe). Attention! Notons au passage que 'existence de cette
limite ne garantit pas la convergence d’une suite de la forme ZZ:O Ap(k) O0 @ ¢
Z>o — Z>¢ est une bijection, ni (s'il y a convergence) que la limite est indépendante
de ¢.

La signification de la notation

e

ne”Z

est plus problématique. Dans le contexte des séries de Fourier, elle désigne

n
) i, 2 o

Attention! Dire que cette somme est bien définie, c’est-a-dire que la limite
existe, n'implique pas nécessairement que d’autres sommes infinies naturelles (par
exemple » ., -ay) sont bien définies. (Penser au cas a, = n par exemple.)

La “bonne” notion pour traiter ces questions est celle de “famille sommable.”
Cette notion ne fait pas officiellement partie du programme, mais elle peut étre
considérée comme & sa frontiére. Il peut donc étre bien de retenir que cela existe,
et d’avoir une petite idée des grandes lignes de la théorie. Pour cela, on pourra
consulter la fiche https://w3.ens-rennes.fr/math/people/karine.beauchard/
Familles_sommables.pdf| ou [Ski Chap. 7, §4].

3. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

3.1. Espaces de fonctions périodiques. La théorie des séries de Fourier s’ap-
plique a des fonctions (27-)périodiques. Avant de commencer cette théorie, il faut
préciser ce que cela signifie.

3.1.1. Cas des fonctions continues. Pour les fonctions continues, il n’y a aucune
subtilité. On notera %5, 'espace vectoriel complexe des fonctions f : R — C qui
sont 2m-périodiques (c’est-a-dire telles que f(z + 27) = f(x) pour tout x € R) et
continues. Cet espace est muni d’une norme naturelle, définie par

1flloc = sup | f(2)].
reR


https://w3.ens-rennes.fr/math/people/karine.beauchard/Familles_sommables.pdf
https://w3.ens-rennes.fr/math/people/karine.beauchard/Familles_sommables.pdf
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3.1.2. Espaces LP (cas p < o0). Pour les fonctions mesurables, il faut faire plus at-
tention. Si f : R — C est une fonction mesurable, on dira qu’elle est 27w-périodiques
si elle vérifie f(x + 27) = f(x) pour presque tout z € R. (Si f est continue, cette
condition est équivalente & celle considérée précédemment.) Pour tout p € [1, +o0],
on notera %, l'espace vectoriel complexe des fonctions f : R — C qui sont 27-
périodiques, Lebesgue-mesurables et telles que

27
/ |f(t)|Pdt < +oo.
0

Si f est une telle fonction, on notera

21 1/p
b= (55 [ lropar)

On définit ensuite LY comme le quotient de .Z4 par la relation d’équivalence
donnée par 1’égalité presque partout ; cet espace a une structure naturelle d’espace
vectoriel, et la fonction || - ||, induit une application de LY dans R>g. Considérons
lespace mesuré |0, 27|, avec la mesure de Lebesgue multipliée par % (pour en faire
un espace de probabilité). L’application linéaire

Ly — 27(]0,2x])
définie par la restriction induit un isomorphisme
Ly = L*(]0,27[);

il s’ensuit que | - ||, est une norme sur LY, qui en fait un espace de Banach.
L’inégalité de Holder (Proposition implique que si p < ¢ alors on a une
inclusion naturelle L C LY et

(2) 1£llp < [1£1lq

pour tout f € LI . Dans le cas p = 2, l'espace L3, est un espace de Hilbert
complexe, pour le produit scalaire hermitien défini par

2w

<f,g>:% ; f(t)g(t)dt.

On a bien sir 62, C £4 , qui induit une inclusion ¢, C LY _.

Proposition 3. Le sous-espace vectoriel %5, C LY est dense.

Démonstration. Soit f € £, et soit & > 0. Notons f 'image de f dans £7(]0, 2r]).
D’aprés la Proposition [2] il existe une fonction g continue a support compact sur
10, 27[ telle que || f — §|l, < e. Comme § est a support compact, il existe 17 > 0 tel
que g s’annule sur |0, n[ et sur |2 — n, 27[; elle se prolonge donc naturellement en
une fonction g continue et 2m-périodique sur R. On a alors ||f — g||, < €, ce qui
démontre le résultat voulu. ]

3.1.3. Espaces LP (cas p = oo). Pour p = oo, on notera .Z5° le sous-espace de
Z°(R) constitué des fonctions 2w-périodiques, et L3S le quotient de £5° par la
relation d’équivalence définie par 'égalité presque partout. Alors LSS est un sous-
espace vectoriel fermé de L>°(R), et donc LS est un espace de Banach pour la
norme || - [|oo. Il est contenu dans chacun des espaces L5 .
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Remarque 2. (1) Toute la théorie des séries de Fourier peut se généraliser au
cas ol la période 27 est remplacée par un réel a > 0 quelconque : pour
cela on passe d’une fonction 27m-périodique f & une fonction a-périodique en
posant fo(t) = f(2:t). Un cas utilisé fréquemment est celui ot a = 1. (Cela
permet notamment de faire disparaitre les facteurs impliquant 1/27 dans de
nombreuses formules, au prix de ’ajout d’un facteur 27 dans les fonctions e,,

ci-dessous.)

(2) On expose ici la théorie des séries de Fourier pour les fonctions a valeurs
complexes. Pour des fonctions a valeurs réelles, pour rester dans le monde
des nombres réels il peut étre plus naturel de considérer des intégrales fai-
sant intervenir les fonctions cos et sin plutét que ¢ — e, ce qui conduit
a des constructions légérement différentes. Cette variante est survolée dans
I’Exercice [3

3.2. Coefficients de Fourier. Pour tout n € Z, on notera e, la fonction de R
dans C définie par t — e,
Si feLl, etn€Z, onpose
1 27 1 27 )
en(f) = — Fe_,()dt = — f(t)e mtdt.

- 21 0 2w 0

(Cette intégrale est bien définie puisque la fonction t +— f(t)e™ est intégrable
sur [0,27].) Ce nombre complexe est appelé le n-éme coefficient de Fourier de f.
Notons que pour tout g € L et tout a € R on a

3) [ atwar= [ gt

en particulier pour tout f € L_on a

a+2m
(4) en(f) 1/ ft)e"mat

"o

pour tout a € R. Notons également que

(5) len (DI < N£1

pour tout n; en particulier, la famille (¢, (f))nez est bornée. (On va dire mieux
plus tard ; voir la Proposition )

Lemme 1. Pour tous n,m € Z on a

1 sin=m;
cn(em):{

0 sinon.

Démonstration. On a

T o

Si n = m, l'intégrale vaut 2, et donc ¢, (en) = 1. Sin # mon a

1 27 )
cnlem) /0 elm=mtqg,

2w

/27r ei(m—n)tdt — [ 1 ei(m—n)t:| =0
0 Z(m - n) 0

ce qui conclut la preuve. [
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Pour n > 0, on posera également

(n-éme somme partielle de Fourier) et
1 n—1
w(f) == Sk(f).
nlf) = 5 L 5eld)

On rappelle qu'une fonction f : [a,b] — C est dite C* par morceaux (resp. conti-
nue par morceauz) s'il existe ag, . . ., a, tels que

a=ay<a1 <---<a,=>b

et que pour tout j € {0,...,m — 1}, la restriction Illa;,a;5, S€ prolonge en une
fonction de classe C! (resp. continue) sur [a;,a;4+1]. Si f est C! par morceaux, on
notera D f toute fonction de [a, b] dans C telle que D flla; ;4. €st 1a fonction dérivée
de fjja;,a;4,[ POUr tout j. (La classe de cette fonction modulo la relation d’égalité
presque partout est bien définie.) On dira qu'une fonction f : R — C est C' par
morceaux si sa restriction a chaque segment ’est, et on définit alors D f de maniére

évidente.

Proposition 4. Supposons que f : R — C est 2r-périodique, continue et C' par
morceauxlﬂ Alors la fonction Df est dans L}, et on a

en(Df) =in - cn(f).
En particulier, ¢, (f) = O(1/n) en oo.

Démonstration. La fonction D f est continue par morceaux sur [0, 2], donc bornée,
donc dans Li_. Fixons maintenant ao,...,a, comme dans la Note 4/ Pour tout
j€40,...,m—1}, la formule d’intégration par parties montre que

aj+1 ) . . ag1 '
/ (Df)(t)eilntdt = f(aj+1)6*1naj+l _ f(aj)efznaj 4 m/ f(t)efzntdt'

aj aj
En sommant ces égalités puis en divisant par 27 on trouve que

1 2m 2m

(Df)(t)eimtdt = (f(2m) — F(0)) +in—— [ e,

% 0 2

c’est-a~dire que ¢, (Df) = in - ¢, (f). Puisque la famille (¢, (Df))nez est bornée
(voir (), on en déduit que ¢, (f) = O(1/n) en %oo. O

3.3. Le lemme de Riemann-Lebesgue. Le “lemme de Riemann—Lebesgue” est
I’énoncé suivant.

Proposition 5 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Pour tout f € L1, on a

en(f) —— 0.
[n|—+4o00

4. Puisque f est supposée continue et 2w-périodique, cela revient a dire qu’il existe ag, ..., am
tels que 0 = ap < a1 < -+ < am = 27, f est C! sur [0,27] \ {ao,...,am}, et qu’elle admet des
dérivées a gauche et a droite en chacun des a;.
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Pour démontrer la proposition on va utiliser deux lemmes préliminaires. Fixons
tout d’abord f € Ll . Pour tout a € R on définit 7,f : R — C en posant
(raf)(@) = f(z + a).
Lemme 2. Pour tout a € Ron a 7,f € L}, et

en(Taf) = €™ cn(f)

pour tout n € Z.

Démonstration. Les deux propriétés voulues s’obtiennent en faisant le changement
de variable y = = + a et en utilisant (4). O

On a donc une application linéaire 7, : L3 — L} qui est un automorphisme d’in-
verse T_,. Il est facile de voir que 7, est une isométrie, et que pour tout p € [1, +00]

elle se restreint en un automorphisme du sous-espace L5, qui est de plus une iso-
métrie pour la norme || - ||,. Dans I’énoncé suivant, en vue d’autres applications

futures, on considére des espaces LE_ pour tout p € [1,+o0o[, méme si seul le cas
p = 1 va étre utilisé immeédiatement.

Lemme 3. Soit p € [1,+oo[. Pour tout f € LY et pour toute suite (a)n>0 de
réels tendant vers 0, la suite (74, f)n>0 tend vers f dans LY .

Démonstration. Supposons tout d’abord que f est continue, et soit € > 0. On a

27 1/p
o =1l = (= [ o +2)— ftaac)

Puisque f est continue sur le compact [—, 37|, elle y est uniformément continue
par le théoréme de Heine; pour n assez grand on a donc |f(a, + z) — f(2)] < ¢
pour tout = € [0,27]. La formule ci-dessus montre alors que |7, f — fll, < €, ce
qui permet de conclure.

Considérons maintenant le cas général, et fixons encore € > 0. Puisque les fonc-
tions continues sont denses dans L (voir la Proposition , il existe g € Gar telle
que || f —gll, < §. Par inégalité triangulaire on a alors, pour tout n > 0,

2e
7anf = fllp < 70 f = Tan9llp + 17an9 = gllp + lg = fllp < 3 + 70,9 = 9llp
puisque ||7a, f — Ta, 9llp = |Tan, (f — @)lp = |f — gllp- D’aprés le cas continu traité
ci-dessus, pour n assez grand on a ||7,, g —g|l, < §, et donc ||7,, f— f||, < €, comme
souhaité. O

Remarque 3. En utilisant le fait que 7,1 f = 74 (70 f) pour tous a,a’ € R, le
Lemmepeut s’interpréter en disant que pour f € L} fixé, I'application de R dans
L5 envoyant a sur 7, f est continue.

On peut maintenant démontrer le lemme de Riemann—Lebesgue.

Preuve de la Proposition[5. D’aprés le Lemme [2] et puisque e™ = —1, pour tout
n>1onac,(rzf) = —cu(f), et donc
1
Cn(f) = E(Cn(f) - Cn(Tgf))

D’aprés (B)) ceci implique que
1
len (A < SIIf = 7= flla-
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Le résultat est alors clair d’aprés le Lemme [3| (appliqué a p = 1). O

Remarque 4. Le lemme de Riemann—Lebesgue montre que I'application linéaire
envoyant f € Li_ vers la suite (c,(f))nez prend ses valeurs dans les suites qui
tendent vers 0 en +oo. On peut se poser la question de la surjectivité de cette
application, c’est-a-dire si toute suite de nombres complexes indexée par Z et ten-
dant vers 0 en £00 est la suite des coefficients de Fourier d’'une fonction dans L3 .
Une application classique du théoréme de ’application ouverte montre qu’en fait ce
n’est pas le cas. Pour les détails, voir la feuille sur la leon 208. (Cette preuve utilise
Pinjectivité de cette application, qui est démontrée au Corollaire [3| ci-dessous.)

3.4. Coefficients de Fourier d’une convolée. Rappelons la définition de la
convolution de fonctions. Etant données f,g € Li_, par le théoréme de Fubini—
Tonelli (voir la Remarque [1f) on a

/[07%]2 |f(x —t)g(t)|dtdz = /O27T lg(®)] (/OQW |f(x — t)|dx) dt
- /02” lg(t)] (/%t If(y)ldy> dt = 27T/027r 9] - 111t = )21 £1l - gl

—t

(ot on a utilisé I'égalité pour la troisiéme égalité.) La fonction (x,t) — f(x —
t)g(t) est donc intégrable sur [0,27]?; le théoréme de Fubini (Théoréme [1)) assure
alors que pour presque tout z € [0, 27] la fonction ¢t — f(x — t)g(t) est intégrable
sur [0, 27], ce qui permet de définir la fonction f % g sur [0,27] (presque partout)
en posant

1 27

(f*g)(z) = o ; flz—t)g(t)dt.

Le théoréme de Fubini assure également que f*g est intégrable sur [0, 27]. On peut
prolonger cette fonction & R par 27-périodicité ; en fait, la formule ci-dessus reste
valable pour presque tout z € R. En faisant le changement de variable u = x — ¢
on voit que

fxg=gxf.

(En d’autres terms la convolution est une opération commutative. On voit égale-
ment facilement qu’elle est associative.)

Proposition 6. Pour tout n € Z on a

en(fxg) = cn(f) - cn(g).

Démonstration. On va encore une fois appliquer le théoréme de Fubini. Par défini-
tion on a

cn(fxg) = # /0% ( OZW fz — t)g(t)dt) e T dz,

—inx

Le calcul ci-dessus montre que la fonction (¢, x) — f(z —t)g(t)e est intégrable
sur [0,27]?; on peut donc bien appliquer le théoréme de Fubini, qui implique que

cn(f*g) = ﬁ /027r ( 0% flz— t)ei”mdx) g(t)dt.
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En utilisant le Lemme [2] on obtient donc que

1 2m )
cn(f)g(t)e™ " dt

= cn(f) - cn(9),

ce qui conclut la preuve. (Il

1 21
lf+9) = G / en(r—e g (B)dt

:% ;

On aura besoin également plus loin du résultat suivant.
Lemme 4. Soit f € L | et soit g € LS. Alors f x g appartient & L3S, et on a

27
1 *glloo < 112+ llglloc-

Démonstration. Pour presque tout z € R on a

1 2 1 27
= — —t)g(t)dt]| < — —t)g(t)|dt
(o) = 5 | [ 1= natoat] < o [ 15 - nat0)
1 27
< —|lgllso —t)|dt = Nlloos
< gl [ 15 =1dt = 11 -]
ce qui montre I'inégalité voulue. (|

4. LE THEOREME DE FEJER

4.1. Enoncé. Le théoréme de Fejér est I’énoncé de convergence le plus général
concernant les séries de Fourier. Il ne concerne pas les sommes partielles de Fourier
Sp(f), mais plutot les “sommes de Cesaro” oy, (f).

Théoréme 2 (Théoréme de Fejér). (1) Soit f € Ga,. Alors pour tout n > 1 on
a flon(flloc < [[flloos et

lon(f) = Fllow —=0.

(2) Soit p € [1,+ool, et soit f € LE . Alors pour tout n > 1ona [|on(f)|lp, < [|flps
et

lon(F) = fllp —=>0.

4.2. Etude du noyau de Fejér. Fixons n > 1. Le “noyau de Fejér” d’ordre n est
la fonction

1 n—1 k
Ko=2d | 2e
k=0 \j=—

La preuve ci-dessous utilisera les propriétés suivantes de cette fonction.

Lemme 5. (1) Pour tout + € R\ 27Z on a

w0 =3 (i)

(2) On a || Knll = co(Ky) = 1.
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Démonstration. (1) Par définition, pour tout x € R \ 27Z on a

n—1 k n—1 4 2k 3 n—1 ' ei(2k+1)x _1
§ § E e—zkx E elir | — § e—zkac . .

e —1
k=0 j=—k k=0 j=0 k=0

n—1 ei(lﬁ»l)m _ g tkz n-1 ((k + 1/2) )

pars e —1 prd sin(x/2)

M

On en déduit que sin(x/2) - nK,(z) est la partie imaginaire de
€ =1 _ jinaypsin(nz/2)

Zez(k+1/2)z — 117/2 . _
e —1 sin(z/2) ’

et donc finalement que
1 (sin(nz/2)\>
B = — _—
n(®) ( sin(z/2) ) ’

comme désiré.
(2) D’apres (1)) la fonction K, est a valeurs réelles positives; on a donc || K1 =
¢o(Ky). Le résultat annoncé suit, en utilisant le Lemme|l|et la définition de K,,. O

4.3. Démonstration du théoréme de Fejér. On peut maintenant démontrer le
Théoréme de Fejér.

Preuve du Théoréme[2 Le point clé de la preuve est de remarquer que si f € L3 |
pour presque tout x € R et tout n € Z on a

() (ens D) = 5 [ €m0 (0t = ena) a1,

de sorte que

3

1 n—1 k
— Z Z €k = Kn * f
k=0 j=—k

On suppose maintenant que f est continue. Alors f est bornée, et d’aprés le
Lemme [4] et le Lemme [5|[2) on a

”Un(f)”oo = HKn*f”oo < ”Kn”l : ”f“oo = ”f”oo
En utilisant encore une fois le Lemme [5{[2]), on voit que pour tout z € R on a

1

f(@) = on(f)(@) = flx)co(Kn) — on(f)(2) = 5= /j (f(z) = flz = 1) Kn(t)dt.

27

Fixons maintenant ¢ > 0. Comme f est continue sur le compact [—m, 37, elle y est
uniformément continue d’aprés le théoréme de Heine. 11 existe donc § > 0 (qu’'on
supposera de plus inférieur a 7) tel que pour tous y,y’ € [—m, 3] on a

y—yI<d = [f)-f@)l<3
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On a alors pour tout = € [0, 27]

)
17(@) — ou(F)@)| < 5 / (@) — flo — t)|Ka(t)dt
) T

+ = If(:v)—f(w—t)\K()dH— (@) — fo — Kt

2m J_s 2m

et donc

T 2 21

_5 T 4
If(ff)—an(f)(x)l<”f”°°( Ko+ [ Kn<t>dt>+€ S O

Ici on a
1 5
S| K,bdt <
2 27(' _5
7| N [=4,6] on a |sin(t/2)] > s1n(§/2) si bien que d’aprés
| 1

Nl =

m\m

D’autre part site[-n

le Lemme [5|(1]) on | K, (t7)

1 ’
n  sin(6/2)2 d’ou

—0 T
2w 1
o n(t)dt /5 n(t)dt < n  sin(6/2)?

Pour n assez grand on a

2 flle 1 e
n sin(6/2)2 — 2°

N

On a alors
[f(@) = on(f)(x) < e
pour tout z € [0,27], et donc pour tout € R par 2m-périodicité. On a donc
IIf = on(f)llec < e pour n assez grand, ce qui achéve la preuve.
Soit f € LY . D’aprés le Lemme || la mesure K;St) dt sur [0, 27] est une
mesure de probabilité. En appliquant I'inégalité de Holder a cette mesure on
trouve que pour presque tout x € R on a

@l < [ e =01 5 < ([T - op S a)

En élevant a la puissance p, puis en intégrant par rapport a x on obtient, en utilisant
le théoréme de Fubini—Tonelli,

1/p

ol = [ toan@par< o [ [ i op e s
o [ ([ - par) S0 ()dt—llfllp 1Kol = 1712,

ce qui prouve l'inégalité voulue.
En appliquant le méme raisonnement a

1

1 / "(Fl@) — flo— ) Kn(t)dt,

f(@) = on(Hw) = 5
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on trouve que

I =Dl < g | (] 160 = fte = e ) o
[ g0 = 0,(0)(0).

ot on a posé g(u) = || f — Tuf||§. D’aprés la Remarque [3|1a fonction g est continue;;
en utilisant le point on obtient donc que 0,(g)(0) tend vers g(0) = 0 quand
n — 400, ce qui achéve la preuve. O

:%O

4.4. Quelques conséquences.

4.4.1. Densité des polyndomes trigonométriques. On appelle polynéme trigonomé-
trique toute combinaison linéaire des fonctions e,. Toute fonction o, (f) est par
définition un polyndéme trigonométrique. Le Théoréme implique donc en par-
ticulier le résultat classique suivant.

Corollaire 1 (Théoréme de Weierstrass trigonométrique). Dans Pespace vectoriel
normé (%ar, || - ||o), le sous-espace vectoriel des polyndmes trigonométriques est
dense.

Ce corollaire peut bien siir se démontrer d’autres fagons. Mais cette méthode
implique par exemple le résultat plus précis disant que toute fonction f € %5, peut
s’écrire comme limite d’une suite de combinaisons linéaires de fonctions e avec

kef{jeZlc(f)#0}.
Remarque 5. Voir [QZ, Chap. IV, §III, Théoréme II1.3, p. 85-88] pour une dé-

monstration du théoréme de Weierstrass “usuel” (affirmant que toute fonction conti-
nue sur un segment est limite uniforme de fonctions polynomiales) basée sur le

Théoréme [2{(1]).

4.4.2. Limites ponctuelles des séries de Fourier. Un autre corollaire est le suivant,
qui dit que si la série de Fourier d’une fonction continue converge en un point, sa
limite est nécessairement la valeur de la fonction en ce point.

Corollaire 2. Soient f € %, et x € R. Si la suite (S, (f)(x))n>0 converge, alors
sa limite est f(z).

Démonstration. Sila suite (S, (f)(x))n>0 admet une limite ¢, alors d’apres le théo-
réme de Cesaro la suite (0,(f)(z))n>1 converge également vers £. Comme cette
suite converge vers f(x) par le Théoréme [2|(1]), on doit donc avoir £ = f(z). O

4.4.3. Unicité. On obtient également que toute fonction est déterminée par ses
coefficients de Fourier.

Corollaire 3. (1) Si f,g € %, alors f = g si et seulement si ¢, (f) = ¢n(g)
pour tout n € Z.

(2) Si f,g € LL_, alors f = g presque partout si et seulement si ¢, (f) = c,(g)
pour tout n € Z.

Démonstration. Bien str, si f = g alors ¢,(f) = ¢n(g) pour tout n € Z.
Réciproquement, si ¢, (f) = ¢,(g) pour tout n € Z, alors ¢, (f) = o,(g) pour tout
n > 1. En passant a la limite dans Pespace vectoriel normé (%ax, || - ||oc) €t en
utilisant le Théoréme on en déduit que f = g.
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La preuve est la méme que pour (L), en utilisant le Théoréme (dans le
cas p = 1) plutot que le Théoréme [2)(1)). O

5. CONVERGENCE PONCTUELLE : LE THEOREME DE DIRICHLET

5.1. Enoncé. Le théoréeme de Dirichlet est un résultat de convergence ponctuelle
qui concerne la série de Fourier d’une fonction non nécessairement continue.

Théoréme 3 (Théoréme de Dirichlet). Soit f € L3 . Soit xy € R, et supposons
qu’il existe o, 8,7 € R (avec v > 0) tels que

(1) limi—szo f(t) = a et limi—z, f(t) = B;
t>xo t<zo

(2) IOV \f(IOﬂ;t)*a\dt < 0o et fO’Y \f(l’ozt)*ﬁ\dt < 0.

Alors on a
a+p

n—-+oo 2

Sn(f)(z0)

Remarque 6. Si on a vérifié 'existence des réels « et 3, pour démontrer que -~y
existe il suffit de vérifier que f admet des dérivées a droite et & gauche en g, au
sens ot les fonctions
fl@o+t) —a ot £ flwo—t) =B

t t
admettent des limites quand ¢ — 0 avec ¢t > 0.

t—

5.2. Etude du noyau de Dirichlet. Comme pour le théoréme de Fejér, la preuve
du Théoréme [3| va utiliser une interprétation de S, (f) comme convolution avec un
noyau approprié. Pour n > 0, posons

D, = Z €k.

k=—n
Lemme 6. (1) Pour tout n >0 et tout € R\ 27Z on a
_ sin((n+1/2)z)
sin(x/2)
En particulier, la fonction D,, est paire.
(2) Pour tout n >0 on a ¢y(D,,) = 1.

D, (x)

Démonstration. Pour n>0et x € R\ 27Z on a

n o2n i2n+1)z _ 1 i(n+l)x _ ,—inz
—inz ikx —inx € € ¢
Duf@)= Y, exl@) =™} oM = e —pm e — = —
k=—n k=0
i +l/2)z _o=itnt1/2z sin((n +1/2)x)

eir/2 — g=in/2 ~ sin(z/2)

Cette fonction est paire (sur R \ 27Z, et donc sur R par continuité) puisque c’est
un quotient de 2 fonctions impaires.
L’égalité est immédiate d’aprés la définition de D,, et le Lemme (I

Remarque 7. La différence essentielle entre le noyau de Dirichlet et le noyau de
Fejér étudié a la partie [d] est que celui de Dirichlet n’est pas & valeurs positives.
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5.3. Preuve du Théoréme de Dirichlet. On peut maintenant démontrer le
théoréme de Dirichlet.

Preuve du Théoréeme[d On fixe f € LL_ et 29 € R, et on suppose qu’il existe des
réels «, B, comme dans ’énoncé.
En utilisant @ on voit que

Sn(f) = Dn* f,
et donc que
Sn(f)(xo) = % - flwo=H)D(t)dt.

Puisque D,, est paire (voir le Lemme [6{[1))), on a également

T

Su() o) = —= [ Flao+£)Du(t)dt.

27 J_,

En utilisant le Lemme [62), on en déduit que

5u)0) = 52 = - [ (o =)+ flao +0) - a = D)1

En posant pour t € R\ 27Z

Jflxo—t)+ flwo+1) —a—pj

ht) = 2sin(t/2)
on obtient donc finalement que
Su(wo) — 25 b_ % /4 h() sin((n + 1/2)1)dt.
Or on a
h(t) = flao—t)+flwott)—a—-F fleo—t)+fl@o+t)—a—-F t/2
2sin(t/2) t sin(t/2)’
t/2

et la fonction ¢t — iz ¢ prolonge par continuité en 0, donc est bornée sur

[—7, 7]. Au vu de cette propriété, notre hypothése implique que h est intégrable sur
[—7, 7]. En observant que

L s L [T IO — il
— t) si t)dt = — t t
5 | hosingn+ 120 = 5 [ -
1 /1 [ . . 1 (7 ) .
= — </ h(t)e”/z ety — 7/ h(t)efzt/2 . ezntdt) ,
2e \2m J_, 2 J_,

ol les fonctions t — h(t)e™*/? sont 2m-périodiques, le résultat voulu découle alors

du lemme de Riemann—Lebesgue (Proposition . ([

6. THEORIE L? : LA FORMULE DE PARSEVAL

6.1. Rappels sur les bases hilbertiennes. Pour la théorie générale des espaces
(pré)hilbertiens, on pourra consulter [Ski Chap. 8] ou [Gol, App. B]. Pour un survol
rapide, voir la feuille de Topologie.

Rappelons qu’un espace préhilbertien complexe est un couple (F, (-, -)) ou E est
un espace vectoriel complexe et (-, ) est un produit scalaire hermitien, c’est-a-dire
une application E x E — C qui vérifie :
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— pour z,y,z € Eet A\, u e C,

(z, Ay + pz) = Mz, y) + p(z, z)
et
Az + py, 2) = Ma, 2) + iy, 2);

— pour x,y € E, <y,$> = <x,y> ;

— pour z € E~ {0}, (z,z) € Rso.
Dans ce cas, Papplication z — ||z|| ;= y/(z, z) définit une norme sur E.

Dans la suite de ce paragraphe on fixe un espace préhilbertien complexe (E, (-, -)).
Le résultat suivant se vérifie immédiatement sur les définitions.

Lemme 7 (Théoréme de Pythagore). Pour tous z,y € E on a

Iz +ylI* = ll=l* + llyll* + 2Re((z, ).
En particulier, si x et y sont orthogonaux (c’est-a-dire si (z,y) = 0) alors ||z +y||? =
]I+ llylI*.

Rappelons que si V' C FE est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F,
alors on a
E=VeV:
De fagon plus explicite, si on se donne une base (z1,...,%,,) de V qui est ortho-
normée pour la restriction de (-,-) & V (c’est-a-dire que (x;, xy) = 0, ), alors pour
tout x € ' on a

m m

v= Y (e o)wy | + |2 =) (g, 0);

j=1 j=1

ol le premier terme appartient a4 V et le deuxiéme & V. D’aprés le théoréme de
Pythagore (Lemme (7)) on a alors

m

> Haj o) <l
j=1

Lemme 8 (Inégalité de Bessel). Soit (e,,)n>0 une famille orthonormeée de vecteurs
de E. Pour tout x € E la série de terme général |(e,,, x)|*> converge, et on a

D len,z)? < ).

n>0

Démonstration. Pour tout N > 0, les considérations précédentes montrent que
N
S e )P < [l
n=0

. - N : .
La suite de terme général > _ |(e,,z)|* est donc croissante et majorée, et par
suite convergente. ([l

Une base hilbertienneﬂ de E est une famille orthonormée (e, ),>0 telle que le
sous-espace vectoriel de F/ engendré par les e,, est dense dans F.

Proposition 7. Soit (e,)n>0 une base hilbertienne de E.

5. Attention! Une base hilbertienne n’est pas en général une base de E au sens des espaces
vectoriels. Par ailleurs, on ne demande pas nécessairement & E d’étre un espace de Hilbert...
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(1) Pour tout x € FE, la suite de terme général

n

E (e, x)ex
k=0
converge vers 1 ;

(2) Pour tout x € E on a
> ew)? = |
n>0
(égalité de Parseval).
(3) Pour tous z,y € F on a
Z <e”’x> : <6n7y> = <x,y>
n>0

Démonstration. Fixons x € F, et considérons un € > 0. Par hypothése il existe une

combinaison linéaire y des ey, telle que ||z — y|| < e. Pour n assez grand, on a alors
. n . N .

y € Vect(eg, e1,...,e,). Puisque >, (ex,x)e, — y appartient a ce sous-espace il

est orthogonal & z —Y_)'_ (ex, z)ex, et le théoréme de Pythagore (Lemme 7)) assure

que

2

<lz —yl* <&,

n

T — Z(ek,@ek

k=0

donc que
n

x — Z(ek, x)eg
k=0
ce qui prouve la convergence de la suite de terme général ZZ:O (ex, z)ex vers .
Pour démontrer I’'égalité de Parseval on remarque que

<e,

n n 2
S lfew @) = |3 lewsdex|
k=0 k=0
et on utilise la continuité de application || - ||2.
Enfin, pour la derniére égalité, on remarque que
n n
Z <€k7l'> : <ek7y> = <Z<6kax>eka y>7
k=0 k=0
puis on fait tendre n vers +oo et on utilise la continuité de la fonction (-,y). O

Remarque 8. Ci-dessus on n’a considéré que des bases hilbertiennes indexées
par Z>p. Cela pose un petit probléme de logique quand on considére les séries de
Fourier, ot 'ensemble d’indices est plus naturellement Z. Pour appliquer la théorie
dans ce cadre, on considérera la bijection de Zx>( sur Z envoyant 2n sur n et 2n+1
sur —n — 1 (pour tout n > 0). Une autre solution serait de considérer des bases
hilbertiennes indexées par des ensembles I quelconques; ceci nécessite d’utiliser la
sommation au sens des familles sommables.

Notons que dans un espace préhilbertien séparable (c’est-a-dire possédant une
partie dénombrable dense), une base hilbertienne existe toujours, et peut &tre ob-
tenue en utilisant le procédé d’orthonormalisation de Gram—Schmidt & une famille
libre indexée par Zxq et dont 'espace engendré est dense. (Pour des détails, voir
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par exemple https://perso.univ-rennesl.fr/karim.bekka/ANAH/Week%20by
20week/2012-2013/ANAH10. pdf)

6.2. Application aux séries de Fourier. On considére maintenant ’espace pré-
hilbertien L. On remarque que pour tout f € LZ_on a

(7) cn(f) = (en, f)-
Lemme 9. La famille (e, : n € Z) est une base hilbertienne de L3 .

Démonstration. Compte tenu de I’égalité , le Lemme |1l montre que notre famille
est orthonormée. D’autre part, le théoréme de Fejér dans L2 (Théoréme 1) dans
le cas p = 2) montre que le sous-espace vectoriel qu’elle engendre est dense.|”| [

En appliquant la Proposition [7] dans ce cas particulier, on obtient le théoréme
suivant.

Théoréme 4. Pour toute f € L3, la suite (S, (f))n>0 converge vers f dans L3 .
De plus, on a

1 2
SlenfF =18 =57 [ f0Par
neEZ T Jo
Pour f,g € L3, on a également

1 2 o

5 | FBot)dt =3 cfento)

neZ

Remarque 9. L’égalité de Parseval donne une autre démonstration du fait que
pour f,g € L3, si c,(f) = cu(g) pour tout n € Z alors f = g presque partout (ce
qui est un cas particulier du Corollaire [3). En particulier, si f et g sont continues
elles sont dans L3, ; si ¢,(f) = cn(g) pour tout n € Z on a donc f = g presque
partout, et donc f = g par continuité. (Bien sir, ce commentaire ne peut étre
intéressant que si on a démontré le théoréme de Weierstrass trigonométrique par
une autre méthode que celle passant par le théoréme de Fejér, puisqu’on a obtenu
un résultat plus fort comme corollaire immédiat de ce théoréme...)

7. CONVERGENCE NORMALE
On termine avec un dernier résultat de convergence (normale).

Théoréme 5. Soit f € %ax, et supposons f de classe C' par morceaux. Alors la
série de Fourier de f converge normalement vers f sur R. En d’autres termes on a

D leal )l < +oo

nez
et la suite (S, (f))n>0 converge vers f uniformément sur R.

Démonstration. En considérant une fonction D f comme dans la Proposition [4] ce
résultat montre que pour n # 0 on a

ent )] = 2D,

n

6. Alternativement, on peut démontrer cette propriété en disant que les fonctions continues
sont denses dans L%ﬁ (Proposition et que toute fonction continue est limite uniforme (et donc
pour la norme || - ||2 également) de polynémes trigonométriques par le Théoréme de Weierstrass
trigonométrique (Corollaire .
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En utilisant I'inégalité classique |ab| < %(a2 +b?) pour a,b € R, on en déduit que

n2

D1 < 5 (JenDNE+ 5 )

Or Df est bornée, donc dans L2_; en appliquant 1’égalité de Parseval on en déduit
que

Z len(Df)]? < +oo0.

neZ
D’autre part ona >, -, 1 < +0o0, et donc
Z len(f)] < 4o0.
neL

Maintenant que ce résultat est établi, on peut considérer la fonction g : R — C
définie comme la limite de la série de fonctions normalement convergente

co(f) + > (en(flen +conl(fe—n).

n>1

Pour terminer la preuve, il suffit de voir que f = g. Or g est la limite d’une suite
de fonctions uniformément convergente ; comme chaque somme partielle

Z Cn(f)en

[n|<N

est continue, g est donc continue. Elle est bien stir 27-périodique. Pour tout n € Z,
par convergence uniforme on a

cn(g) = lm ey [ Y er(fler | = calf)

N—+oco
[k|I<N

d’aprés le Lemme |1} D’apreés le Corollaire , ceci implique que f = g, comme
souhaité. O
8. APPLICATIONS

Les séries de Fourier ont des applications intéressantes a de nombreux sujets.

8.1. Une application du théoréme de Dirichlet : valeurs de la fonction
¢ en les entiers pairs positifs. Rappelons que la fonction ( de Riemann est

définie, pour s > 1, par
1
((s) = Z vl

n>1

Dans cette partie on souhaite démontrer le résultat suivant.
Proposition 8. Pour tout £ > 1, on a
C(2k) € Q - 72,

De fagon plus explicite, on a
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Pour démontrer cette proposition, on fixe a € R \ Z et on considére la fonction
f R — C qui est 2m-périodique et vérifie

f(t) = e pour tout t € [—m,7[.

Pour tout n € Z, on a

1 T 1 i(a—n)t 1™
=g [ L[

or | 27 |i(a —n)
_eilemT il gin((a—n)r) ., sin(am)
= 2mi(a—n) " w(a—n) =(=1) m(a—n)

On va appliquer le théoréme de Dirichlet (Théoréme [3) & cette fonction pour
xo = 7. Tout d’abord on a

. _ _iam . __—iam
lim f(t) = ", Tim f(t) = 7.
t<m t>m

Il est par ailleurs facile de vérifier que les conditions de la Remarque [f] sont satis-
faites. Le théoréme s’applique donc bien, et assure que

e’Laﬂ' Jr e*’ba’ﬂ'

n—-+o0o 2

= cos(am).

D’autre part on a

Su(f)(m) = > (—1)’€Meikw: > sin(am)

fizn @) fizn ™)
_sin(ar) | sin(arm) 1 1 _sin(ar) | sin(am) <~ 2a
R - ;<a—k‘+a+k’> P - ;az—kQ'

On obtient donc ’égalité

s 1 a
L)
tan(aw) a + ; a? — k?

Finalement, remarquons que si |a| < k alors
a  —a 1 _ —a Z (a)zj.
2k R 1-(52 2 K)o

on peut donc écrire, si |a| < 1,
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On va maintenant comparer cette égalité avec le développement limité

1 cos(x) 1—22/2+ 2%/24 + o(z*)

tan(r)  sin(z) z —23/6 + 25/120 + o(z?)

1 2 4 2 4 4
:x<1—$+$+o(aj4)> <1+2—‘T+‘T+o( ))

120 36

1 x? ozt z2 Tt

= (1-Z 4% yoah) (14T 4 2

x< 2+24+°(I)> <+6+360+( )>

1 1 1 1 7 1
= (1 —__Z 2 T 4 4
x( +<6 2)9@ +( +360 12)3: +o(z ))

1 1 1 1 1 1
= (1 - §x2 - 4—5564 —|—0(3c4)) =_—3%- ﬁx?’ + o(z?).
Remarquons que si |a| < 1 la somme
—a san2i
® >l (7)
Jj20
k>1

(qu’on interpréte comme une intégrale pour la mesure de comptage sur Z>g X Z>1)
est finie. En effet on a

—a fa\% |a|2i 1
7 )=
Pour £ > 1 fixé on a ‘
|a>*1
Z k22 T 2 _ a2’
§>0
Et comme % ~ oo %, la somme
‘a|23+1
>

k>14>0

est finie, ce qui prouve que la somme (8 est finie (par le théoréme de Fubini-
Tonelli).

On peut ensuite appliquer le théoréme de Fubini (toujours pour la mesure de
comptage sur Zso X Z>1), qui implique que si |a] < 1 on a

_ 27 . .
S ()7 = (o) Y e | = e )+ 2)
k>1 Jj=20 Jj=0 k>1 Jj=0

et donc
T

1 .
—— ==+ ) (=2¢(25 +2))-a¥T
tan(an) — a Z( (25 +2))
j=0
Finalement, en comparant avec le développement limité ci-dessus, on obtient que

72 4

—2¢(2) = 3 —2¢(4) = e

Et puisque le développement limité de m
rationnels, on obtient que pour tout j > 0 on a

¢(25 +2) € 7¥12.Q.

ne fera apparaitre que des coefficients
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Remarque 10. La nombre rationnel ¢(2k)/72* peut s’exprimer en terme des po-
lynémes de Bernoulli. Pour plus de détails, on pourra consulter [PRTGDLC] Exer-
cice 41].

8.2. Une autre application : I’équation de la chaleur sur un anneau. Cette
partie est tirée de [FGN2| Exercice 1.28]. Elle illustre 1'utilité des séries de Fourier
dans la résolution d’équations aux dérivées partielles, en l'occurrence 1’équation
de la chaleur. C’est d’ailleurs historiquement ce probléme qui a conduit Fourier a
introduire les séries qui portent son nom.

8.2.1. Rappels sur les intégrales a paramétres. Dans cette partie nous aurons besoin
de résultats classiques de régularité des intégrales a paramétres, qu’on rappelle ci-
dessous.

Théoréme 6 (Théoréme de continuité des intégrales a parameétre). Soient E un
espace métrique et X un espace mesuré, et soit f : £ x X — C une fonction. On
fixe tg € E. On suppose que :

(1) pour tout t € E, la fonction = — f(t, ) est mesurable sur X ;
(2) pour presque tout z € X, la fonction ¢t — f(¢,x) est continue en ¢ ;

(3) il existe g € LY(X) telle que pour tout t € E on a |f(t,r)] < g(x) presque
partout en x.

Alors la fonction F': ' — C définie par

F(t) = [ ft2)du(o)
X
est bien définie et est continue en tg.
Voir [BP) Théoréme 8.5].

Théoréme 7 (Théoréme de dérivabilité des intégrales a paramétre). Soient I un
intervalle ouvert non vide de R et X un espace mesuré, et soit f : I x X — C une
fonction. On suppose que :

(1) pour tout t € I, la fonction x — f(¢,z) est intégrable sur X ;
(2) pour presque tout x € X, la fonction ¢t — f(¢,x) est dérivable sur I;
(3) il existe g € L(X) telle que pour tout ¢t € I on a

of
ot

<t,x>] < gl)

presque partout en x.

Alors la fonction F': I — C définie par

F(t) = [ ft.a)an)

est bien définie et dérivable sur I, de dérivée
9]
P = [ Faan.
x Ot

Voir [BP, Corollaire 8.1].
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8.2.2. L’égquation. On se fixe donc une fonction uy € %a., supposée de classe C!
par morceaux, et on cherche les applications continues

. RZ()XR — C
’ (t,z) +— wu(t,z)’

de classe C? sur Ryg x R, 27-périodiques par rapport & z, et telles que

0 0?
©)) 8—7: = a—z sur Rug x R et w(0,2) = up(x) pour tout € R.
T

8.2.3. Analyse (unicité). On suppose que u est une solution du probléme. Pour
tout t > 0 fixé, la fonction z — u(t,z) est de classe C? et 2mw-périodique. Elle est
donc limite uniforme de sa série de Fourier (voir le Théoréme [5)) : si on pose

1 27 .
cn(t) = %/0 u(t,x)e”""dx pour n € Z,

alors on a

(10) u(t,z) = Z cn(t)e™™.

neZ

Cette égalité est en fait également vérifiée pour ¢t = 0, puisque ug est limite de sa
série de Fourier (toujours par le Théoréme [5)).

Pour tout n € Z, la fonction (¢,x) — u(t, z)e ™" est continue sur R>q x [0, 27],
donc d’apres le théoréme de continuité des intégrales a paramétre (Théoréme @, la
fonction t — ¢, (t) est continue sur R>q. (Pour vérifier la condition de domination,
il suffit de se restreindre & un intervalle [0, A], et de dire que u est bornée sur
le compact [0, A] x [0,27].) De méme, le théoréme de dérivabilité des intégrales a
paramétre (Théoréme [7)) assure que ¢, est dérivable sur Ry, et que

1 [ ou _,

c(t) = —/ —e "My,
D’aprés ’équation vérifiée par u, ceci implique que
1 [ 0% _,

! 1) = — Z T inT g

) =5 [ G s

En intégrant par partie deux fois, on en déduit que

c(t) = —n’c, (),

n

et donc qu’il existe une constante k € C telle que
—n2t
cn(t) = ke

pour tout t € Ryg. Comme ¢,(0) = ¢,(up), par continuité on obtient finalement
que

en(t) = en(ug) - et

pour tout t € Rx>g. Ceci démontre I'unicité d’une éventuelle solution, au vu de (10).
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8.2.4. Synthese (existence). Réciproquement, on considére la fonction u : R X
R — C définie par
u(t,z) = Z en(ug) - e~ tein,
nez
Ici, puisque ug est continue et C' par morceaux, d’aprés le Théoréme [5{on a

Z |Cn(u0)| < +o0,

nez
ce qui montre que la série définissant u est normalement convergente ; u est donc
bien définie, et continue sur R>( x R. Elle est clairement 27-périodique par rapport
a x. Pour conclure, il suffit donc de montrer que u est de classe C? sur Rvg x R
(ou, de fagon équivalente, sur Je,+o0o[xR pour tout € > 0) et qu’elle vérifie les
conditions @D

La deuxiéme condition est claire, par définition et puisque ug est limite de sa

série de Fourier d’aprés le Théoréme Pour montrer que u est de classe C, il suffit
de montrer que les dérivées partielles % et %7; sont bien définies, et continues. On
se fixe donc un € > 0, et on remarque que pour tout n € Z la fonction

(t, ) — cn(ug) - e~ teine

est de classe C!, avec pour dérivées partielles selon ¢ et 2 données par

—ne, (uo) e teinT o incy, (uo) g tginz

respectivement. Sur e, +00[xR, ces fonctions sont majorées (en module) par
n25 TLQE

n2\|u0||1 ce” et nlluglls-e”

. L. L 2 2
respectivement. Les séries de termes généraux n?|luglly - e ¢ et nlluglly - e ¢
étant convergentes, le théoréme de dérivation des suites de fonctions assure que %
et %—;‘ existent effectivement sur |e, +0o[xR, sont continues, et sont données par
— 2 ; . — 2 ;
g —n?c,(ug) - e ™ e et E inc, (ug) - e te'™*
ne”Z nez
respectivement. En particulier, ceci prouve que u est de classe C'.
Des considérations similaires montrent que u est de classe C2, et qu'on a
82u 2,
_ 2 —n“t_inx
@(Lx) = E —n“cp(ug) e ™ 'e
neZ

sur Ryg x R. L’équation de @ est donc bien vérifiée, ce qui achéve la preuve.

Remarque 11. Pour une variante de cette application, on pourra consulter [QZ]
Chap. IV, §VI1.3].

8.3. Construction de fonctions continues nulle part dérivable.

8.3.1. Construction. Cette partie est tirée de [QZ, Chap. VI, §VI.4(a)]. Fixons une
suite (€5, )n>0 de nombres complexes qui vérifient

(11) > lenl < o
n>0

Soit également ¢ € Ry, et (Ay),>1 une suite strictement croissante d’entiers stric-
tements positifs qui vérifie
)\n+1 Z q)\n
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pour tout n > 1. On considére la fonction f : R — C définie par
f(t) =eo+ Z epent,
n>1

L’hypotheése ([L1]) assure que cette série est absolument convergente ; la fonction f est
donc bien définie, et continue sur R. Elle est par ailleurs clairement 27-périodique.
L’objectif de cette partie est de montrer I’énoncé suivant.

Proposition 9. Si f est dérivable en un point de R, alors on a

1
(12) En =0 ()\) en +oo.

En particulier, si on choisit les données telles que n’est pas vérifiée (par
exemple, avec ¢ entier, \,, = q¢" et g,, = /\i), alors f n’est dérivable en aucun point
de R.

Pour la preuve de ce résultat, pour n > 2 on posera

Hn = min(An—i-l - )\na An — )\n—l)-
8.3.2. Le noyau de Jackson. On considére pour N > 0 le noyau de Fejér K consi-
déré au §4.2] et le noyau de Jackson défini par
1
In = — K2
K% 1
Notons que, par le Lemme , Jn est une fonction a valeurs réelles positives.

Lemme 10. (1) Pour tout N >0, on a
Jn € 1+ Vect(er, : 0 < |k| <2N).

(2) 1l existe a > 0 tel que pour tout N > 0 on a

Ky (t)*dt > aN.

—T

(3) Pour k € {0,1,2}, il existe une constante M > 0 telle que

/ t|* Tn (t)dt < My - N~F

—T

pour tout N > 1.

Démonstration. I est clair que Jy € Vect(eg : —2N < k < 2n). D’autre part on
a ||[Jn|l1 = 1; comme Jy est une fonction & valeurs réelles positives, ceci implique

que ¢o(K ) = 1. Ce qui prouve ’énoncé (au vu du Lemme [I]).
En utilisant la formule pour Ky obtenue au Lemme [5|(1)), on voit que

i Ky (t)%dt = %/W <Sislilr(lj(vt72)2))4dt

—T —T

2 /7r sin(Nt/2) 4dt 4 /”/2 sin(Nw) 4d
- _~ 7 = —_— _— u.
N2 J, sin(t/2) N2 J, sin(u)
(Ici la deuxiéme égalité utilise la parité, et la troisiéme un changement de variable

u = t/2. En utilisant le fait que

sin(u) <w pour tout u >0
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(ce qui peut se vérifier facilement par une étude des variations de la fonction u —
sin(u)) on obtient que

4
KN at > 7/ (sm (Nu) ) du

On fait ensuite un changement de variable y = Nu pour obtenir que

w/2 . 4 Nm/2 . 4
i/ sin(Nu) du:4N/ sin(y) d >4N/ sin(y) dy.
N Jo u 0 Y

ce qui achéve la preuve.
En utilisant la parité puis un changement de variable u = t/2, on a

T ™ /2
/ [t|* T (t)dt = 2/ th I (t)dt = 2’f+2/ uF I (2u)du.
—r 0 0

Avec a comme dans , on a donc

i ok+2 /2 /gin(Nu)\*
tF Iy (H)dt < A (i S .
[ i< T [ <sin<u> ) du

On utilise maintenant le fait que

5

(ce qui, encore une fois, se vérifie facilement par une étude de fonction) pour obtenir

que
T ok—272 rm/2 sin(Nu)*
k
< .
[ﬂ [t|" Tn (t)dt NG /0 pyy du

On fait maintenant un changement de variable y = Nu pour obtenir que

ok—272 N7/2 sin(y)?
[ tannar < 2 v [ SR,

2
sin(u) > —u pour tout u € [0,
T

B 4
Finalement, on utilise le fait que la fonction y 91;(7}!}1 est intégrable sur [0, +00]

puisque 4 — k > 1 pour dire que
/2 Sln(y)4 o sin(y)*
[ [,
0 Yt 0 Y
ce qui conclut la preuve. O

8.3.3. Préliminaires.
Lemme 11. Pour tous entiers n > 2 et k tel que 0 < |k| < pn, on a ¢y, —x(f) = 0.

Démonstration. 1l est clair par convergence normale que ¢, (f) = 0sim ¢ {0} U
{)\p :p > 1}. Si les entiers n et k sont comme dans I'énoncé on a A\,—1 < A\, — k <
An—1, et Ay — k # A,. Donc A, — k n’est ni 0 ni 'un des A,, ce qui montre
I’énoncé. O

Lemme 12. Si n,p sont des entiers tels que n >2et 1 <p < £ ona

iﬁ / "), (e,
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Démonstration. D’aprés le Lemme [LO||1]) on peut écrire

2p
Jp=1+ Z Q€.
k=—2p
k0
On a alors
1 2
—iAnt 34 _
| f() p(te M dt =y, () + Y arex,—k(f)
k=—2p
k70
et donc affirmation découle du Lemme [I11 O

8.3.4. Preuve. On peut maintenant expliquer la preuve de la Proposition [0
Supposons tout d’abord que f est dérivable en 0, et que f(0) = f/(0) = 0. On
fixe a > 0. Notre hypothése implique alors qu’il existe § > 0 tel que
@) < ot
pour tout t € [—4,d].
On pose r =1— %. Alors pour n > 2 on a

>\n+1 - An Z (q - 1)/\77, 2 TAn

et
An
An = Anc1 2> A — ? =7,
On a donc
Hn = TAp.
En particulier, ceci implique que gy, ~—+—+ 400} il existe donc un entier ng > 2
n—-+0oo

tel que

Pn = %J -1

est supérieur ou égal & 1 pour tout n > ng. Pour tout n > ng, le Lemme [12]implique
qu’on a
1

21
Cette égalité montre qu’on a alors

1 § -0 T
enl < 5 ( RGO RO VOTE (t)dt)

1 J =6 42
<5 </ alt|Jp, ()dt+/_7r §2||f||oo o ( dt+/ 52|\f||00 Tp, (t )dt)

fllos
<o [ g0 (tar + W |7 g ()

| £l oo
<
M (pn d2p2

pour une certaine constante M > 0, o la derniére inégalité utilise le Lemme [LO|(3]).
On en déduit que
||f oo

Pnlen] < Mo+ ———,

’I’L

f( )Jp, (t)e™ A" dt.

En =
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et donc que p,le,| < 2Ma pour n assez grand. Ceci étant vrai pour tout o > 0, on
a

Pnlen| —— 0.
n—-+oo
Puisque p, > & —2 > £\, — 2, on a aussi

Anlen| —— 0,
n—+oo

ce qui achéve la preuve dans le cas considéré.

Plagons-nous maintenant dans le cas général. On fixe ty € R tel que f est déri-
vable en tg, et on pose
f'(to) f,(to)ei)\lt

a(t) = F(t+t0) = Flto) + 0 — 2K

Alors g est de la forme considérée au §8.3.1| (pour la suite (¢],)n>0 définie par

’ . .
gy = €0 — f(to) + fig\tl"), gh = gretrito — %tf), et el = g e?nto sip > 2) et vérifie

g(0) = ¢’(0) = 0. Le cas traité c-dessus montre alors 1’énoncé voulu.

8.4. Autres applications. Pour une application a la preuve de I'inégalité isopéri-
métrique (qui est trés jolie mais nécessite d’étre au point sur la théorie des courbes
planes) voir [QZ] Chap. IV, §VI.2].

Une autre application classique est la formule sommatoire de Poission; pour
cela, voir par exemple [Gol Chap. 4, §6, Probléeme 4] ou [QZ, Chap. IV, §IV.2,
Exemple IV 8.

9. DEUX PHENOMENES DE NON-CONVERGENCE

La plupart des résultats des parties précédentes concerne la convergence des
séries de Fourier. Il ne faut pas croire cependant que les séries de Fourier convergent
toujours.

9.1. Non convergence ponctuelle. Une application classique du théoréme de
Banach-Steinhaus (et donc du théoréme de Baire) montre qu’il existe des fonctions
| € %oy telles que la suite (S, (f)(0))>0 n’est pas convergente ; voir [Gol Annexe A,
Ex. 8, p. 425].|Z| Dans cette partie on va donner une construction ezplicite d’une
telle fonction, due a Fejér, en suivant [Gol, Chap. 4, §5.5, Ex. 4, p. 275].

Pour n,m € Zx>( on pose

1 /" 1
Anm = 7/ cos(nt) sin ((m + 2)t) dt,
0
puis
n
Spom = Ao,m + 2 Z Ak m-
k=1
Lemme 13. Pour tous n,m € Z>o on a
m+ %

1
Anm = — ' 775 5
’ ™ (m+ 3)%—n?

7. Cette démonstration fait ’objet d’une question de I’exercice 18 de la feuille sur la lecon 208.
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Démonstration. On a

1) ) eint + e—int ei(m+1/2)t _ efi(m+1/2)t
t

t) si = :
cos(nt) sin ((m + 5 5 %

1 (ei(n+m+1/2)t _ eiln=m—1/2)t 4 i(m—n+1/2)t _ 64(n+m+1/z)t)

T4
- %(sin((n +m+ 1/2)t) + sin((m — n + 1/2)t)).

On obtient donc que

1 1 1
nm = on (n+m+1/2 + m—n+1/2> ’
En mettant les deux fractions au méme dénominateur, on obtient la formule voulue.

O

Lemme 14. Pour tout m > 0, la suite (s,,,m)n>0 converge vers 0. De plus, pour
tous n,m € Zx>g on a Sy, > 0.

Démonstration. Fixons m > 0, et considérons la fonction ¢, : R — R qui est
2m-périodique, paire et telle que

gm (t) = sin((m + 1/2)t)

pour t € [0,7]. Cette fonction est continue et C! par morceaux, et donc limite
uniforme de sa série de Fourier d’apreés le Théoréme [f]
Calculons maintenant ses coefficients de Fourier. Pour tout n > 0 on a

cn(gm) = % /7T G (t)e™dt = L /Tf m (L) cos(nt)dt

-7 27 -7

par parité. Toujours par parité, on obtient que
1 ™
en(gm) = f/ sin((m 4 1/2)t) cos(nt)dt = ap m.
™ Jo

En considérant la valeur de la série de Fourier en 0, on en déduit que la série de
terme général a,, ,,, converge, et que

aog.m + 2 Z an,m = gm(0) = 0.

n>1
Ce qui montre comme souhaité que

Sp,m — 0.
n—-+oo
La formule du Lemme montre que an,m >0sin <m, et a,m <0sin>m.
Donc la suite (Sy,m)n>0 est strictement croissante (et positive) des indices 0 a m,
puis strictement décroissante. Comme elle converge vers 0, elle ne peut donc prendre
que des valeurs strictement positives. ([

Lemme 15. Pour tout m > 1 on a Sy, m > lngrm)‘
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Démonstration. En utilisant la formule du Lemme [13] on voit que

m

2 m+1/2 / m+1/2
sm, ﬂz(m—l—l/Z k2 Z o1 (m+1/2)2

k=1
_g/m m+1/2 gt
Cr o (m+1/2)2 —¢2

m-+1/2
(m+1/2)2—t2
croissante sur [0, m]. Maintenant on a la décomposition en éléments simples

m+1/2 1 1 N 1
(m+1/2)2 -2 2\m+1/2+t m+1/2—t

ol, dans la deuxiéme inégalité, on utilise le fait que la fonction ¢ — est

et donc
[ it (a0 )

1 1
- - (ln(2m +1/2) — In(m + 1/2) — In(1/2) + In(m + 1/2)) = ~In(4m + 1),
™ ™
ce qui implique I’inégalité voulue. (I

On va maintenant considérer la fonction f : R — R qui est paire, 27-périodique
et qui vérifie

_ 1 . 3 3;‘)
f(z) ; 2 sin ((2 +1) 5) powrze [0, 7].
En tant que limite d’une série de fonctions continues normalement convergente,
cette fonction est continue sur [0,7]; puisqu’elle est paire et 2mw-périodique elle
appartient donc a 6a;.
Calculons maintenant ses coefficients de Fourier. Pour tout n € Z on a

en(f) = % /_Tr F(t)e~intdr = 71T/07r f(t) cos(nt)dt

par parité. Puisque la série définissant f sur [0, 7] converge normalement, on peut
intervertir la somme et 'intégrale pour voir que

1 1 (™. 3 z 1
= Z o /0 sin ((2p + 1)5) cos(nt)dt = Z Ealn‘gphl.
p>1 p>1

On a donc

Z 2 Sp,2p% -1
p>1
pour tout n > 1.
Puisque les s, 5,5, sont positifs (voir le Lemme , on a

1 1 _ In(2) p®—1
S2p371(f)(0) Z 2?=921337172p371 Z g ln(2p ) . . "

n,2pP

d’apres le Lemme [I5] Ceci montre que

5217 71(f)(0) m +-00,

et donc que la série de Fourier de f en 0 diverge.
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9.2. Convergence non uniforme : le phénoméne de Gibbs. Dans cette partie
on va illustrer sur un exemple le “phénoméne de Gibbs”, qui dit que les fonctions C*
par morceaux mais non continues sont mal approximées par leurs sommes partielles
de Fourier au voisinage des points de discontinuité. On suivra [FGN1l, Ex. 4.25].

On considére la fonction f : R — C qui est 27-périodique et telle que f(z) = x
sur [0, 27r].

Lemme 16. Pour n € Z on a

in=0;
wn={7 50

Démonstration. On calcule simplement les intégrales :

- L 2Trtdt—it222”—
c(f) =5 ; = o[t/ =7

et, si n # 0, par intégration par parties

1o 1 [ [te=int]*™ 27 g-int ]
Cn(f):T/ te—’"tdt:2<{e, ] +/ C )= O
T Jo s —m |, 0 mn n

Pour n > 0 et t € R, on pose maintenant

n

Su(t) = Y cxl(fen(t) =7 —2

k=—n k=1

sin(kt)
P

NE

D’aprés le théoréme de Dirichlet (Théoréme ; voir la Remarque |§| pour les hypo-
théses), on a convergence ponctuelle des sommes de Fourier de f. Plus précisément,
on a

(en fait, S,,(0) = 7 pour tout n) et
Sp(t) —— t

n—-+o0o
pour t €]0,2x|[. Bien siir, la convergence de la suite de fonctions S, n’est pas
uniforme sur R, puisque sinon sa limite serait continue, ce qui n’est pas le cas. Mais
on peut mesurer ce phénoméne plus précisément.
Dérivons la fonction S,, : on trouve que

S (t) = f2i cos(kt) = —2Re (i eikt> .
k=1 k=1

Sit=0o0na
S/(0) = —2n,

et si t €]0,27[ on a

; s nt s nt
, B it eznt _ 1 B i"—“t 627 _ 6717
Sn(t) = —2Re (6 . 6“57—1 = —2Re | e 2 . ﬁ
cos(Ht) sin(%})
sin(%)

En étudiant le signe et ’annulation de cette dérivée, on voit que le premier extre-

mum de S, sur [0, 27| est atteint en e et qu’il s’agit d’un minimum.

[VES
\
o
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Proposition 10. On a

Sn( l >—>7r—2/ Sm(m)dx.
n+1/) no+oo 0 T

Démonstration. On commence par obtenir une nouvelle expression pour S/,. On
remarque que

cos nt 1t sin n—t = l (ei"THt Jre*inTHt) . (ei% — e*i%t)
2 2 41

1 ; . . . 1 1 t

ce qui montre que pour t €]0,27[ on a

St =1~

On en déduit que

B /+ sin(n+ 3)1) .
0

sin(%)

T\ E B
sn<n+1>_sn(0)+/0 St =7+

(n+i)m )
™ =3 sin(u)
=T+ — — e —du
n+1 0 (n+§)81n(m)

(par changement de variable dans l'intégrale). Pour conclure la preuve, il reste donc
a montrer que

(n+3)m

/ o lbln(u) _ 5 /7r sin(x) .
0 (n+3) sm(2n+1) n—+oo 0 T

Pour démontrer cela, on va appliquer le théoréme de convergence dominée pour
les fonctions f,, définies sur [0, 7] par

@) 1 (”+%)ﬂ' .
f (LI?) = (n+%)sin(TI+1) six < P
' 0 six > (nt3)m
n+1
Puisque
i
n(y)
Yy y—0

(et en remarquant que sin(w) = 0), on voit cette suite de fonctions converge sim-
plement vers la fonction x — Qbmmﬂ D’autre part, d’aprés le méme résultat de
convergence, si y est suffisamment petit on a sin(y) > % Donc si n est assez grand
on a

sin(x)

fu(z) <4

pour tout x € [0, 7]. La fonction x 4% est intégrable sur [0, 7], ce qui justifie

I’application du théoréme de convergence dominée et conclut la preuve. [l

xT

On observe donc que

f( o )Sn(7r )——%2/ Sm(l’)dx—w7
n+1 n+1/) n—too 0 x
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et le réel de droite est strictement positif (~ 0, 56). En d’autres termes, aussi grand
soit n, la fonction .S,, approxime mal la fonction f prés de 0.

Remarque 12. Pour une autre illustration du phénoméne de Gibbs, on pourra
consulter [Go, Chap. 4, §5.5, Exercice 6, p. 277] ou [PRTGDLC| Exercice 40]. Pour
une illustration “grand public”, on pourra consulter https://images.math.cnrs.
fr/Le-phenomene-de-Gibbs.html.

10. EXERCICES

Exercice 1. (1) Soit f € Li,. Montrer que f appartient & L3 si et seulement

si
> len( ) < +oo.

neL
(Indication : on pourra utiliser le fait que L3 est complet.)
(2) (Variante de la question précédente) Montrer que ’application envoyant f sur
la suite (¢, (f))nez définit une isométrie d’espaces de Hilbertﬁ de L3_ vers
I'espace £2(Z) des familles (ay,)nez de complexes telles que Y-, ., |an|? < +o00.

Reéférence : [QZ, Théoréme V.1, p. 98].

Exercice 2. (1) Soit k > 0. Montrer que si f : R — C est 2w-périodique et de
classe C*, alors 1m0 n*c,(f) = 0. (Indication : on pourra utiliser la
Proposition [4} )

(2) Soit k > 0. Montrer que si f € €ar et ¢, (f) = Ojnjpoo(1/n*T2), alors f est
de classe C*. (Indication : on pourra utiliser les critéres de régularité d'une
limite de série de fonction.)

(3) En déduire que si f € G, alors f est de classe C* si et seulement si pour
tout k& > 0, lim,, s 400 n¥cn (f) = 0.

(4) Montrer que Iapplication f — (¢, (f))nez définit une bijection de l’ensemble
des fonctions f : R — C 2m-périodiques de classe C*° vers I’ensemble des
suites (an)nez telles que pour tout & > 0, limy,| 400 nkFa, = 0.

Reéférence : [QZ, Théoréme V.1, p. 98].
Exercice 3 (Séries de Fourier pour les fonctions réelles). Pour p € [1,+o0], on

note LY _(R) le R-espace vectoriel des classes de fonctions f : R — R 2m-périodiques
et telles que

27
/ |f(t)|Pdt < +oo.
0

Cet espace est un espace de Banach pour la norme || - ||, définie par

2m 1/p
1= (5 [ 1scopar)

Dans le cas particulier p = 2, L3_(R) est un espace de Hilbert réel pour le produit

scalaire (-,-) défini par
27

(f,9) = L f(t)g(t)dt.

_27T 0

8. C’est-a-dire une application linéaire bijective qui préserve les produits vectoriels (ou, de
fagon équivalente, les normes associées).


https://images.math.cnrs.fr/Le-phenomene-de-Gibbs.html
https://images.math.cnrs.fr/Le-phenomene-de-Gibbs.html
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Pour f € L} _(R), et n € Z>¢, on pose
27 27
an(f) = l f(t)cos(nt)dt, b,(f)= l f(t) sin(nt)dt.

™ Jo ™ Jo

(1) Montrer que pour f € L3, (R) et n € Z>o, en voyant f dans L3 on a

c — %(an(f)_lbn(f)) Sinz();
o {é(an(f) +ib_n(f)) sin<O.

En déduire que pour n > 0 on a
(£ + e n()e™ = ap(f) cos(n) + bu(f) sin(n)
pour tout = € R.

(2) Montrer que la famille constituée de la fonction constante égale a 1, des
fonctions t — /2 cos(nt) pour n € Zs1, et des fonctions t — /2 sin(nt) pour
n € Z>1, forme une base hilbertienne de L3_(R).

(3) Montrer que pour tout f € LZ_(R), la série de fonctions
T # + Z(an(f) cos(nx) + by (f) sin(nx))
k=1

converge vers f dans L3_(R), et que de plus on a

L f(t)?dt = a°(4f) + % > (an(f)® +al(£)?).

2w
0 n>1

(4) Montrer que si f : R — R est continue et 2m-périodique, alors f est paire si
et seulement si b, (f) = 0 pour tout n € Z>1. (Indication : on pourra calculer
les coefficients de Fourier de la fonction ¢ — f(¢) — f(—t).)

Reéférence : [Go, Chap. 4, §5].
Exercice 4. Calculer les coefficients de Fourier des fonctions suivantes :

(1) 2+ cos(mz) (m € Z);

(2) z — sin(mz) (m € 2);

(3) la fonction 2w-périodique valant 1 sur [—¢,¢], et 0 sur [—m, 7] \ [—¢,¢] (¢ €
]O’ 7TD ;

(4) la fonction 2m-périodique valant 1 —
(e €]0,7[).

Référence : [QZL Chap. IV, §IV].

%‘ si [t| < e et 0 sur le reste de [—, 7]

Exercice 5. (1) Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f : R — R
2m-périodique telle que
2
f(x)=1—- = pour x € [-m,7].

2

(2) En déduire les égalités suivantes :
1 7 (=" 2 I
dw T X w T wiT o

n>1 n>1 n>1
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Référence : [Gol Chap. 4, §5.5, Exercice 1, p. 272]. Pour d’autres calculs de
sommes de séries du méme genre, voir [FGN1, Ex. 4.8].
Exercice 6. Soit o € R\ Q.

(1) Montrer que pour toute fonction f : R — C continue 27-périodique on a

ig F(2rak) — 4 /O " .

n—+oo 27

(Indication : on pourra commencer par vérifier cette propriété quand f = ey,
pour un m € Z.)
(2) En déduire que {na — [na] : n € Z>o} est dense dans [0, 1].
Reéférence : [God, Chap. 4, §6, Probléme 26].
Exercice 7. Soient m,n € Z>(. Justifier I'existence de I'intégrale
1 (" sin((m+1/2)z) sin((n+1/2)z)
2 J_ . sin(xz/2) sin(z/2)
et la calculer. (Indication : on pourra reconnaitre le noyau de Dirichlet...)

Référence : [FGN1, Ex. 4.1].

dt

Exercice 8. L’objectif de cet exercice est de montrer que si f : R — R est une
fonction continue 27m-périodique et si n € Zsq est tel que cx(f) = 0 pour tout
ke{-n+1,...,n— 1}, alors f admet au moins 2n zéros dans [0, 27[.

On fixe donc une telle fonction f, et on suppose par I’absurde qu’elle s’annule
strictement moins de 2n fois sur [0, 27[. Soient ayq,...,«, les valeurs en lesquelles
elle s’annule en changeant de signe.

(1) Montrer que r est pair.
(2) On fixe C' € C et on pose

P(X) —C H(X _ em’“), g(x) _ efi(r/Z)mP(eiz).
k=1

Montrer qu’on peut choisir C' tel que g soit a valeurs réelles.

(3) Montrer que g s’annule en changeant de signe en chaque ay, et qu’elle n’a
pas d’autre zéro sur [0, 27| (Indication : on pourra considérer la dérivée de
9-)

(4) Montrer que fo% f(z)g(x)dx = 0, et conclure.

Référence : [FGNI| Ex. 4.4].

Exercice 9 (Analycité via le comportement des coefficients de Fourier). Soit f :
R — C une fonction 27-périodique de classe C*° et telle qu’il existe A > 0 et C' >0
tels que
|en ()] < Cexp(=Aln|)
pour tout n € Z. Le but de Iexercice est de montrer que f est développable en série
entiére au voisinage de tout point de R.
On fixe donc zg € R.

(1) Montrer que pour tous z € Ret n € Z on a e =m0 37, W
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(2) Pour tous n € Z et k € Z>g, on pose Gy, j = cn(f)einwow. Montrer

3
que si [z — x| < A on a
Z |an k| < oo.

(n,k)erZZO

(3) En déduire que si |z — 29| < A on a

f(z) = Z % ’ (Z(i")kcn(f)emm) (@ —xo)k.

k>0 n€EZ

Référence : [FGN1 Ex. 4.24].

11. QUELQUES EXTRAITS DE SUJETS FAISANT APPEL AUX SERIES DE FOURIER

11.1. AP20, partie I, question 3. Si f est une fonction localement intégrable
1-périodique, ses coefficients de Fourier sont définis par

1
Vn € Z, calf) = / F(H)e-2mdt,

Vn € Zso, an(f) = cu(f) +cn(f),
Vn € Zx1, by(f) = i(cn(f) = c=n(f)).

La série de Fourier associée & f est la série trigonométrique

Z en(f)e?™ = %ao(f) + Z(an(f) cos(2mnz) + b, (f) sin(2mnx)).

ne”Z n>1

(1) Déterminer les coefficients de Fourier a,, et b,, de la fonction 1-périodique

1
wa—LxJ—a

(Ici, |x] désigne la partie entiére de x.)

sin(2rnz)
—7n

(2) Montrer que lasérie ), -,
sur R\ Z.

converge simplement vers ¢ — x— |x]—

N

11.2. Sujet docteurs 2017, Probléme 2, Partie I.A, question 1. Soit f une
fonction continue et 1-périodique de R dans C. Pour k dans Z, soit ¢, (f) le coeffi-
cient de Fourier d’indice k de f :

1
wlf) = [ roear

On suppose que
+oo
D ler(f)] < +oo.
— 00

Montrer que
+oo
Ve eR, f(x)= Z cr(f)e*me,
k=—o00
Indication : on justifiera que la fonction figurant au second membre de l’égalité est 1-
périodique et continue, puis on en calculera les coefficients de Fourier 1-périodiques.
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11.3. AP16, Partie I, Questions 7-8.
(1) Montrer queﬂ
1 +00
In(z) (=)™
dz = .
/0 1+x . ; n?

(2) On considere la fonction f: R — R, 27-périodique, telle que

2 12
f) = 13~ 4 Pow t €] —m,m.

Déterminer la série de Fourier de f et étudier sa convergence.
(3) En déduire que
1 2
1
[ -
0o 1+ 12

11.4. AP12, Partie III, Questions 2—8. On rappelle que si E et F sont deux
espaces vectoriels normés, on dit qu’une application f : A C E — F est compacte
si pour tout ensemble borné B C A, f(B) est un compact de F'. Autrement dit, de
toute suite (z,)nen bornée dans A on peut extraire une sous-suite (x,, )ren telle
que (f(2n,))ren converge dans F.

On désigne par %7?& I'espace des fonctions continues 1-périodiques de R dans C,

quon munit de la norme | - |- A une fonction f € € on associe la suite des
coeflicients de Fourier

1

f(n) = /_2 e 2 f(p)dx, n € Z.

1
2

Soit a > 0. Pour f € ‘Ki et z € R on pose

T(f)(x) =

nez

eQurn:t

a? + 4n2n?

fn).

(1) Montrer que f — T[f] définit un endomorphisme continu de 3.
(2) Etablir que pour tout = € R on a

T(f)(x) = / * k(e — )7 (y)dy,

1

2
ou, J étant une constante positive qu’on déterminera, la fonction k est définie
11

sur [—3, 3] par

1
k(z) = 27(6*‘1‘%‘ + Jch(az))
a
et est prolongée sur R par 1-périodicité.
(3) En déduire que T est un opérateur fortement positif au sens ou si f € ‘@%, non
identiquement nulle, vérifie f(x) > 0 pour tout = € [0, 1], alors T[f](z) > 0
pour tout z € [0, 1].

(4) Montrer que T est un opérateur compact de ‘57?& dans lui-méme.

9. Indication (non donnée dans le sujet) : on pourra utiliser le théoréme d’interversion somme-
intégrale de Lebesgue, qui affirme que si (X, .A, 1) est un espace mesuré complet et si (fy) est
une suite de fonctions & valeurs complexes mesurables telle que > <, fX |fnldu < 400, alors la
série >, 5o fn converge presque partout vers une fonction intégrable telle que [y (3, ¢ fn)dp =
>0 fX_fnd,u; voir [BP) Théoréme 8.4]. N
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(5) (a) Soit A € C; montrer que si f € €y \ {0} vérifie T[f](z) = Af(x) pour
tout z € R alors il existe n € Z tel que A = k(n).

(b) Montrer que k(0) = 2 est 'unique valeur propre de T' de module maxi-

mal, caractériser I’espace propre associé et calculer

1T s (T, £(€3)

désigne I'espace vectoriel normé des applications linéaires continues de %i

dans lui-méme.)

(6) On pose

V:{ge<@g|/lg(t)dt:0}.

Montrer que V est un sous-espace fermé de ‘572& tel que T[V] C V.

(7) Montrer que pour tout f € %; n’appartenant pas a Vet x € R, T"[f](x) est

1

équivalent & — f(0) quand n — +o0.

[BP]

[EA]

[FGN1|
[FGN2]

[Go]
[PRTGDLC]

(QZ]
[Ru]
[Sk]
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