Agrégation Interne de Mathématiques - Université Clermont Auvergne 2025-2026

Applications linéaires — Réduction des endomorphismes

[ Cette fiche a été adaptée par Simon Riche d’une fiche préparée précédemment par Richard Griffon, elle-méme
adaptée d’une fiche précédente de Nicolas Billerey. |

1 Programme de ’agrégation interne concernant ’algebre linéaire

5.1 Espaces vectoriels et algebres

Définitions. Applications linéaires. Espace vectoriel Z(FE, F'). Algebre Z(F). Groupe linéaire GL(E).

Espace produit d’une famille finie d’espaces vectoriels.

Sous-espaces vectoriels. Espaces vectoriels quotients.

Image et noyau d’une application linéaire. Sous-espace engendré par une partie. Somme d’un nombre fini
de sous-espaces. Sous-espaces en somme directe. Sous-espaces supplémentaires. Projecteurs. Endomorphismes
involutifs.

Familles libres, génératrices, bases.

Etant donné u de Z(E, F), isomorphisme entre Im(u) et tout supplémentaire de Ker(u), isomorphisme entre
Im(u) et E/Ker(u).

Dans la suite, les espaces vectoriels sont tous supposés de dimension finie.

5.2 Espaces vectoriels de dimension finie

Définition. Théoremes de la dimension, de la base incomplete. Dimension d’un sous-espace. Dimension du
quotient E/F lorsque F est un sous-espace vectoriel de F. Rang d’une famille de vecteurs. Existence de
supplémentaires.

Formule liant les dimensions de la somme et de 'intersection de deux sous-espaces. Rang d’une application
linéaire. Théoreme du rang. Caractérisation des automorphismes.

5.3 Matrices

Espaces .#, 4(K) des matrices & p lignes et ¢ colonnes a coefficients dans K. Isomorphisme canonique avec
Z (K1, KP). Produit matriciel. Matrices inversibles. Groupe GL(n, K).

Matrice d’une application linéaire entre espaces vectoriels munis de bases. Matrice de passage. Rang d’une ma-
trice. Matrices équivalentes et caractérisation par le rang. Taille maximale des sous-matrices carrées inversibles
d’une matrice donnée. Transposée d’une matrice. Rang de la transposée.

Matrice d'un endomorphisme d’un espace muni d’une base, matrices semblables. Trace d’une matrice, d’un
endomorphisme.

5.4 Systemes d’équations linéaires et opérations élémentaires

Systemes d’équations linéaires, matrice associée. Systemes de Cramer. Applications & des problemes de géométrie.
Opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrice.

Application des opérations élémentaires a la résolution de systémes linéaires, au calcul du rang et a 'inversion
de matrices (méthode du pivot de Gauss).

Applications linéaires associées aux opérations élémentaires : dilatations et transvections. Génération de GL(n, K)
et SL(n, K).

5.5 Déterminants

Dimension de I'espace des formes n-linéaires alternées sur un espace vectoriel de dimension n.

Déterminant d’une famille de n vecteurs relativement a une base. Déterminant d’un endomorphisme, d’une
composée d’endomorphismes. Caractérisation des automorphismes.

Déterminant d’une matrice carrée. Déterminant de la transposée d’une matrice, du produit de deux matrices.
Mineurs, cofacteurs, développement relativement a une ligne ou une colonne. Calcul par opérations élémentaires.
Comatrice. Formules de Cramer. Orientation d’un R-espace vectoriel de dimension finie. Exemples de calcul de
volumes.

Groupes SL(FE) et SL(n, K).

5.6 Dualité



Formes linéaires et hyperplans. Equations d’un hyperplan. Dual E* d’un espace vectoriel F. Base duale d’une
base. Application aux polynémes d’interpolation de Lagrange. Bijection, & ’aide de 'orthogonalité, entre 1’en-
semble des sous-espaces de E et I’ensemble des sous-espaces de E*. Orthogonal d’une somme ou d’une intersec-
tion de deux sous-espaces. Dimension de ’orthogonal.

Transposée d’une application linéaire. Rang de la transposée.

5.7 Réduction des endomorphismes

Sous-espaces stables par un endomorphisme.Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres d’un endo-
morphisme ; endomorphismes diagonalisables.

Algebre K [u] des endomorphismes polynomiaux en un endomorphisme u de E. Polynéme annulateur, polynéme
minimal. Décomposition des noyaux.

Polynoéme caractéristique d’'un endomorphisme, d’une matrice carrée. Triangulation d’un endomorphisme, d’une
matrice carrée, lorsque le polynéme caractéristique est scindé. Ordre de multiplicité d’une valeur propre et
dimension du sous-espace propre associé. Sous-espaces caractéristiques. Théoreme de Cayley—Hamilton.
Criteres de diagonalisabilité : la dimension de tout sous-espace propre est égale a 'ordre de multiplicité de la
valeur propre associée; il existe un polynéme annulateur scindé a racines simples.

Diagonalisation simultanée d’un ensemble d’endomorphismes diagonalisables commutant entre eux.
Diagonalisation par blocs. Décomposition de Dunford : lorsque le polynéme caractéristique est scindé, existence
et unicité de I'écriture u = d + n ou d est diagonalisable et n nilpotent avec don =n od.

Application de la réduction des endomorphismes a l’analyse (suites récurrentes linéaires, systemes différentiels
linéaires, etc.).

5.8 Cas ou le corps K est R ou C

Application du théoreme d’équivalence des normes en dimension finie & la topologie de .Z(E).

Définition de exp(u), application aux systemes différentiels linéaires a coefficients constants.

Exemples de parties denses de Z(E) : GL(E) est un ouvert dense de .Z(F); si K = C, l’ensemble des
endomorphismes diagonalisables est dense dans .Z(FE).

5.9 Formes quadratiques

Formes bilinéaires symétriques. Formes quadratiques. Morphisme de F vers E* canoniquement associé a une
forme bilinéaire. Matrice relativement & une base. Matrices congruentes.

Bases orthogonales. Décomposition en carrés (méthode de Gauss). Loi d’inertie et signature dans le cas réel.
Application aux coniques et quadriques. Application a ’analyse des données.

2 Applications linéaires

Dans tout le document, K désigne un corps (par exemple R ou C).

Définition 1. Si E et F sont deux espaces vectoriels sur K, une application linéaire f : E — F est une
application de E vers F telle que pour tous x,y € E et tous \,u € K on a f(Ax + py) = Af(x) + pf(y).

Dans le cas ou E = F, une application linéaire de E dans E est appelée un endomorphisme de E. Une application
linéaire bijective est appelée un isomorphisme.
Rappelons que :

1. Si f: E — F est une application linéaire, alors son noyau

ker(f) ={z e E| f(z) =0}

est un sous-espace vectoriel de F, et son image

im(f)={y € F|3IrcE, f(x) =y}

est un sous-espace vectoriel de F'.

2. Si f: E — F est une application linéaire et si V C FE est un sous-espace vectoriel, alors 'application
fiy : V. — F définie par (fjy)(z) = f(z) pour z € V est linéaire.



3. Si f,g: E — F sont des applications linéaires et A, u € K, alors 'application Af + ug : £ — F définie par
(Af + pg)(x) = Af(x) + pg(x)

pour x € E est également une application linéaire. Cette structure définit une structure d’espace vectoriel
sur ensemble .Z(FE, F') des applications linéaires de E vers F.

4. Si f: E— Fetg: F — G sont des applications linéaires, alors la composée go f : E — G est également
une application linéaire. La composition des applications linéaires est bilinéaire; en particulier, ’espace
vectoriel Z(F) := Z(E, E) admet une structure naturelle de K-algebre.

5. Si f: E — F est un isomorphisme, alors la bijection réciproque f~!: F — E est également linéaire. En
particulier, le sous-ensemble GL(E) C Z(F) formé des applications linéaires bijectives a une structure
naturelle de groupe (pour la composition).

Théoréme 2 (Théoreme du rang). Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur K, et
[+ E — F une application linéaire. On a

dim(im(f)) = dim(F) — dim(ker(f)).

Corollaire 3. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur K, et f : E — F une application
linéaire. Si dim(E) = dim(F'), alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est injective ;
(ii) f est sujective ;

(i1i) f est un isomorphisme.

Exercice 1. Soient f: E — F et g: F — G des applications linéaires. Montrer qu’on a

ker(f) C ker(go f), im(go f) C im(g).

Exercice 2. Soient E et F' deux espaces vectoriels, soit V- C E un sous-espace vectoriel, et soitmw: E — E/V
Uapplication canonique. Montrer que si f : . — F est une application linéaire les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. il existe une application linéaire g : EJV — F telle que f = gom;
2. V Cker(f);
3. fiv est Uapplication nulle.

Montrer également que si ces conditions sont satisfaites, l'application g du point (1) est unique.

3 Matrice d’une application linéaire

Soient F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur K, et u : £ — F' une application linéaire. Fixons
une base B = (ey,...,¢e,;) de E, et une base B’ = (f1,..., fs) de F. La matrice Mp g/ (u) de u dans ces bases est
la matrice (a;;:1<i<s,1<j<r) déterminée par les égalités suivantes :

ule;) = ai;fi
=1

Dans le cas ou E = F et B = B, on simplifie la notation en posant Mg(u) := Mp g(u).



Exemple 4. Si B et B’ sont deuzr bases d’un méme espace vectoriel E de dimension finie, la matrice de
passage Pg/ de B vers B' est définie par PE = Mp p(idE).

Théoréeme 5. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur K, de dimensions respectives r et
s, soit B une base de E, et soit B’ une base de F. Alors Uapplication f — Mp p/(f) définit un isomorphisme
d’espaces vectoriels

ZL(E,F) > M, (K).

Exemple 6. Dans le cas ou E = K" et F' = K* sont munis de leurs bases canoniques, le Théoréme 5
identifie l’espace des applications linéaires de K" vers K* a l’espace des matrices de taille (s,r). La bijection
réciproque envoie une matrice A sur Uapplication linéaire donnée par v — A - v, ou les éléments de K" et
K* sont écrits comme des vecteurs colonne. (Cette application linéaire est appelée l’endomorphisme associé

0 A)

Proposition 7. Soient E, F', G trois espaces vectoriels de dimension finie sur K, et soient u : E — F et
v: F — G des applications linéaires. Soient également Bg, Br, Ba des bases de E, F' et G respectivement.
Alors on a

MBE,BG (U © u) = MBRBG (U) ) MBEJSF (u)

Un cas particulier important de cette formule est le suivant. Soient F un espace vectoriel de dimension finie sur
K et v un endomorphisme de E. Soient également B et B’ deux bases de E. Alors on a

Mg (u) = (P§ )" - Mp(u) - P§ . (1)

Parmi les conséquences de cette formule on peut citer les propriétés suivantes.

1. Dans le cadre du Théoréme 5, dans le cas ot E = F et B = B, I'isomorphisme .Z(E) = .#,(K) donné
par u — Mp(u) est un isomorphisme de K-algebres.

2. Soient E, F' deux espaces vectoriels de dimension finie sur K, et soit f : £ — F' une application linéaire.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f est un isomorphisme;
(b) pour toutes bases B de E et B’ de F, la matrice Mg g/(f) est inversible;
(c) il existe une base B de E et une base B’ de F' telles que la matrice Mg p/(f) est inversible.

Rappelons qu’a toute matrice A € .#,(K) on peut associer son déterminant det(A), et qu'une matrice est
inversible si et seulement si son déterminant est non nul. La formule (1) permet d’étendre cette définition aux
endomorphismes. Plus précisément, si E est un espace vectoriel de dimension finie sur E et u € Z(F), alors
cette formule (combinée avec la multiplicativité du déterminant) montre que le scalaire det(Mp(u)) ne dépend
pas du choix de la base B de E; ce scalaire est appelé le déterminant de u, et noté det(u). Comme pour les
matrices, on obtient que u est un isomorphisme si et seulement si det(u) est non nul.

Le méme commentaire permet de définir la trace tr(u) d’'un endomorphisme u de E.

Exercice 3. Soient E, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie, et u € L (E, F). Soient Bg et Br des
bases de E et F' respectivement, et soient B}, et B}, les bases duales (de E* et F*). La transposée de u est
Uapplication 'u : F* — E* définie par ¢ — @ ou. Exprimer Mg B:, (*u) en termes de Mg, g, (u).

4 Sous-espaces vectoriels stables

Soient E un K-espace vectoriel, et © un endomorphisme de E.



Définition 8. Un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par u lorsque uw(F) C F.

Si F' est un sous-espace vectoriel stable par u, la restriction de v a F' induit un endomorphisme de F' noté
up: F— F.

On fixe un supplémentaire G de F' dans E (il en existe). Lorsqu’on concaténe une base de F' avec une base
de G, on obtient une base de E. Dans toute base de cette forme, la matrice de u est triangulaire supérieure par

blocs, i.e. de la forme
A A
(0 2): )

ou Aj est carrée de taille dim(F’), As est carrée de taille dim(G), et A est de taille dim(F') x dim(G). Ici, A;
est la matrice de u|r dans la base choisie de F'.

Exercice 4. Soit n > 1 un entier, soient a,b € K, et considérons la matrice M € #,(K) définie par

a sti1=7;
M;j=<Sb sii+j=2n+1;

0 sinon.

Montrer que K" est somme directe de n sous-espaces vectoriels de dimension 2 stables par (I’endomorphisme
associé a) M.

Exercice 5. Soit E un K-espace vectoriel, et soient u,v € Z(F). On suppose que u et v commutent,
c’est-a-dire que vou = uov. Montrer que ker(u) et im(u) sont stables par v.

5 Eléments propres

On continue avec E un K-espace vectoriel, et « un endomorphisme de E. Pour tout A € K on pose !

Ey :=ker(u — \-idg).

L’ensemble E) est le plus grand sous-espace vectoriel de E sur lequel u agit comme ’homothétie de rapport A.
Notons que ce sous-espace est stable par u.

Définition 9. Soit A € K. On dit que A\ est valeur propre de u si l’endomorphisme u— \idg n’est pas injectif,
c’est-a-dire si Ey est un sous-espace vectoriel non nul de E. Dans ce cas, on appelle E) le sous-espace propre

de u associé a la valeur propre X, et les éléments de Ey ~ {0} sont appelés vecteurs propres de u associés
a A.

Exemple 10. On a Ey = ker(u). Le scalaire O est valeur propre de u si et seulement si u n’est pas injectif.

Si E est de dimension finie, cette condition est vérifiée si et seulement u n’est pas inversible (d’aprés le
Corollaire 3).

1. Notons que que le sous-espace F) dépend de u, méme si on ne le fait pas apparaitre dans la notation. En particulier, pour
éviter les confusions, dans un contexte ol on considere plusieurs endomorphismes a la fois il peut étre utile de raffiner cette notation,
en écrivant par exemple Ej(u) ou Ey .



Lemme 11. Soient Ai,..., A\ € K des valeurs propres deuzr d deux distinctes de w. Alors les sous-espaces

propres associés Ky, ..., Ey, sont en somme directe.

6 Polynéme caractéristique
On définit le polynéme caractéristique d’une matrice A € ., (K) par la formule

X) =det(A— X1I,) € K[X].
xa(X) = det( ) € K[X]
€My (K[X])

Puisque le déterminant est invariant par conjugaison, si B € .#,(K) est semblable? & A, on a xg(X) = xa(X).
Cela justifie la définition suivante.

Définition 12. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit uw € £ (FE). On définit le polynome
caractéristique de u, noté x, € K[X], par la formule x,, := xa ot A désigne la matrice de u dans une base
quelconque de E.

Le polynoéme caractéristique de u est de degré n = dim E. On a
Yo = (=1)"X" 4+ (=1)" Mtr(u) XP 7 4 -+ - + det(u).

En particulier, u est un isomorphisme si et seulement si x,,(0) # 0. Pour tout A € K on a x,(A\) = det(u—Aidg).
Au vu du Corollaire 3 et des commentaires de la partie 3, on en déduit I’énoncé suivant.

Lemme 13. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E, et A € K. Alors
A est valeur propre de u si et seulement si x,(A) = 0.

Ce lemme a deux conséquences importantes :
1. un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension n a au plus n valeurs propres;

2. si K est algébriquement clos (par exemple si K = C) alors tout endomorphisme d’un K-espace vectoriel
de dimension finie a une valeur propre.

Lemme 14. Si F' est un sous-espace vectoriel stable par u et qu’on note up € Z(F) Uendomorphisme
induit, alors son polynome caractéristique Xujp divise x,, dans K[X].

Pour tout valeur propre A € K de u, on note 8y € N la multiplicité de A comme racine du polynéme ca-
ractéristique de u : c’est le plus grand entier b > 1 tel que (X — \)® divide y,, dans K[X].
Si on note Aq,..., A les valeurs propres distinctes de u, on a

> B < dim(E),
=1

avec égalité si et seulement si x, est scindé sur K.

2. Rappelons que deux matrices carrées A, B € ., (K) sont dites semblables (ou conjuguées) s’il existe une matrice inversible
P € GL,(K) telle que B = P™'AP.



Lemme 15. Pour toute valeur propre A de u, on a 1 < dim(E)) < Sy.

Exercice 6. On suppose que K = R.

1. Montrer que si dim(E) est impair, tout endomorphisme de E admet une valeur propre.

2. Montrer que si dim(E) est pair, il existe un endomorphisme de E qui n’admet pas de valeur propre.

7 Diagonalisabilité

Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie, et v un endomorphisme de E.

Définition 16. On dit que u est diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle sa matrice est
diagonale, ou en d’autres termes s’il existe une base de E constituée de vecteurs propres de u.

On dit de méme qu’une matrice est diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale. En utilisant la
formule (1) on démontre 1’énoncé suivant.

Lemme 17. Les conditions suivantes ont équivalentes :
(i) u est diagonalisable ;
(ii) pour toute base B de E, la matrice Mpg(u) est diagonalisable ;

(7ii) il existe une base B de E telle que la matrice Mg(u) est diagonalisable.

Théoréme 18 (1°*® CNS de diagonalisabilité). Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, et
u un endomorphisme de E. Notons Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de u. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Uendomorphisme u est diagonalisable ;

(ii)) on a E=FE), & ---®E),;

(i1i) on a dim(Ey,) + --- +dim(E),) = dim E;

(iv) le polyndome caractéristique x,, de u est scindé et pour toute valeur propre X de u on a dim(E)) = S).

Remarque 19. Pour appliquer le Théoreme 18, il semble falloir connaitre a priori la liste des valeurs
propres de w. Mais ce n’est en fait pas nécessaire : si on dispose de scalaires distincts A1, ..., A\ tels que
dim Ey, +---+dim E), > dim E, alors nécessairement les valeurs propres de u sont les \; tels que E), # 0,
et l'inégalité précédente est une égalité. (Cela découle du Lemme 11.)

Corollaire 20. Si u vérifie l'une des deuz conditions (équivalentes) :

— son polynome caractéristique X, est scindé a racines simples ;

— Uendomorphisme u posséde dim(FE) valeurs propres deuz d deux distinctes,
alors u est diagonalisable.

Cette condition suffisante de diagonalisabilité n’est bien stir pas nécessaire (considérer idg si dim(E) > 2).



Exemple 21. Tout projecteur est diagonalisable, avec valeurs propres 0 et 1. Si K n’est pas de caractéristique
2, toute symétrie est diagonalisable, avec valeurs propres 1 et —1.

Exercice 7. Montrer que si la caractéristique de K n’est pas 2, la matrice de I’Exercice 4 est diagonalisable.

Exercice 8. Donner un exemple de matrice de #5(C) qui n’est pas diagonalisable.

Exercice 9. Déterminer le polynome caractéristique, les valeurs propres et les sous-espaces propres associés
a chacune des matrices suivantes. Sont-elles diagonalisables ? Distinguer selon que K = R ou C. Le cas
échéant, donner une base de diagonalisation.

-1 1 1 -1 1 0 —2 -2 1
A=|1 -1 1|, 4Aa=|0 -1 1], A=[|-1 1 1
1 1 -1 1 0 -1 —3 -2 2

8 Codiagonalisation

Soit F/ un K-espace vectoriel de dimension finie.

Définition 22. On dit qu’une famille (u; : i € I) d’endomorphismes de E est codiagonalisable s’il existe
une base B de E telle que chaque matrice Mg(u;) est diagonale, ou en d’autres termes une base de E formée
de vecteurs propres pour chacun des u;.

Théoréme 23. Soit (u; : ¢« € I) une famille d’endomorphismes de E. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) la famille (u; : i € I) est codiagonalisable ;

(i1) chaque endomorphisme u; est diagonalisable, et de plus pour tous i,j € I on a u; - uj = u; o u;.

9 Polynémes d’endomorphismes

On fixe E un K-espace vectoriel de dimension finie et « un endomorphisme de FE.

Pour tout entier £ > 1, on note

uk:uouo---ou.
N———

k facteurs

On pose aussi u° = idg. On consideére application

N
—  P(u)

ott P(u) = ag-idg +a1-u+---+ag-ut € L(E)si P=ag+ a1 X + -+ agX? € K[X]. L’application ®,
est 'unique morphisme de K-algebres de K[X] dans Z(F) qui envoie X sur u. Remarquons que, pour tous
P,Q € K[X],ona P(u)oQ(u) =P(P-Q)=2(Q-P)=Q(u)o P(u) € Z(E).




Lemme 24. Le morphisme ®, n’est pas injectif.

Ainsi, le noyau de @, est un idéal non nul de K[X] : on lappelle 'idéal d’annulation de u. Tout élément de
ker(®,,) est appelé un polynéme annulateur de u. Comme K[X] est principal, la définition suivante a un sens.

Définition 25. On appelle polynome minimal de u, noté p,, l'unique générateur unitaire de ker(®,,).

En d’autres termes, le polynéme minimal de u est le polynéme unitaire de plus petit degré parmi les éléments
non nuls de ker(®,,).

Lemme 26. Les polynomes x, et p, ont les mémes racines dans K. (D’aprés le Lemme 13, ces racines
sont les valeurs propres de u).

On s’intéresse a présent a l'image de ®,, notée K[u] et appelée algebre des polynoémes en u. Autrement dit,
Klu] = {P(u) : P € K[X]} C Z(E).
D’apres les commentaires ci-dessus, K[u] une sous-algebre commutative de Z(E).

Par le premier théoréeme d’isomorphisme, il y a un isomorphisme de K-algebres K[u| ~ K[X]/(g). On en déduit
en particulier le résultat suivant.

Lemme 27. En tant que K-espace vectoriel, on a dim(K[u]) = deg(uy)-

On note que, si F' C E est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F' est stable par tout élément de K[u];
de plus, pour tout P € K[X] on a P(ujp) = P(u)r. On en déduit facilement la propriété suivante.

Lemme 28. Si F C E est un sous-espace vectoriel stable par u, alors Py o divise iy, .

Le théoreme qui suit est fondamental et a de multiples applications.

Théoréme 29 (Lemme des noyaux). Soient Py, ..., P, € K[X] des polynomes deuz a deux premiers entre
euzr. On note P := Py Py - -+ P, € K[X] leur produit. Le sous-espace vectoriel ker(P(u)) de E se décompose
comme somme directe :

k
ker(P(u)) = @D ker(Pi(u)).
=1

Pour tout i € {1,...,k}, on note m; : ker(P(u)) — ker(P;(u)) C ker(P(u)) le projecteur sur ker P;(u)
parallelement a @, ; ker(Pj(u)). Alors m; est un polynome en u, autrement dit un élément de K[u].

Théoréme 30 (2°™¢ CNS de diagonalisabilité). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable ;

(i) il existe un polynome P € K[X] scindé a racines simples tel que P(u) = 0.

(iii) py est scindé a racines simples.




D’apres le Lemme 26, les racines de u, sont les valeurs propres de u. Si u est diagonalisable et si Ay, ..., A, sont
ses valeurs propres distinctes, alors on a donc

r

= (X = X). (3)

=1

Corollaire 31. Siu est diagonalisable et F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors up € Z(F)
est diagonalisable.

Exercice 10. On suppose que K =R et que u € £ (E) vérifie la relation u® + 3u®? —u = 3idg.
1. Quelles sont les valeurs propres possibles pour u ?
2. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ¢

3. Justifier que u est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 11. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
1. u est diagonalisable ;
2. tout élément de K[u] est diagonalisable ;

3. la famille Klu| est codiagonalisable.

10 Théoreme de Caylay—Hamilton

On continue avec E un K-espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E.
Le résultat suivant est fondamental, et tres utile.

Théoréme 32 (Théoréeme de Cayley—Hamilton). Le polynome caractéristique de u est un polynéome
annulateur de w. Autrement dit, x,(u) est ’endomorphisme nul, ou encore u, divise x,, dans K[X].

Parmi les conséquences de ce théoreme, on peut citer le fait que deg(p,,) < dim(E), ou le point (1) du Lemme 39
ci-dessous.

L’exercice 13 ci-dessous propose une preuve du Théoreme 32 dans le cas o K est R ou C (qui peut s’adapter
au cas d'un corps quelconque).

11 Trigonalisabilité

On continue avec E un K-espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de FE.

Définition 33. On dit que u est trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle sa matrice est trian-
gulaire supérieure.

Notons que si u est diagonalisable alors u est trigonalisable ; autrement dit, la trigonalisabilité est une condition
plus faible que la diagonalisabilité. Notons également que si B est une base de E telle que Mpg(u) est triangulaire
supérieure, alors les coefficients diagonaux de Mp(u) sont exactement les valeurs propres de u, et chaque valeur
propre A apparait 3y fois.

On dit de méme qu’'une matrice est trigonalisable si elle est semblable & une matrice triangulaire supérieure. La
preuve de 1’énoncé suivant est similaire a celle du Lemme 34.
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Lemme 34. Les conditions suivantes ont équivalentes :
(i) u est trigonalisable ;
(ii) pour toute base B de E, la matrice Mg(u) est trigonalisable ;

(iii) il existe une base B de E telle que la matrice Mg(u) est trigonalisable.

Théoréme 35 (1°* CNS de trigonalisabilité). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) u est trigonalisable ;
(ii) xu est scindé;
(iii) on a By, + -+ By, =dim E, ot A\i,..., A\, désignent les valeurs propres de u.

Corollaire 36. Si K est algébriqguement clos, alors tout endomorphisme de E est trigonalisable.

Corollaire 37. Siu est trigonalisable et F' est un sous-espace vectoriel stable par u, alors ujp € Z(F) est

trigonalisable.
-2 -2 1
Exercice 12. Trigonaliser la matricce A=|—-1 1 1
-3 -2 2

Exercice 13. On considere une matrice triangulaire supérieure

Al x . *
0 X
A= - € #,(C)
: . )\n—l *
0o ... ... 0 An

On définit Ey = {0} et pour tout entier k € {1,...,n}, on pose

Ey, = Vect (e1,...,ex) et Ap=(A—-MI,) (A= \eIp),

ot (e1,...,e,) désigne la base canonique de C".
1. Justifier que pour tout entier k € {1,...,n}, on a (A — M\e1,) (ex) € Ex—1.
2. Montrer par récurrence sur k € {1,...,n} que Ax(Ex) = {0}. Que peut-on dire de A,, ?
3. En déduire que xa(A) =0 puis le théoréme de Cayley—Hamilton pour les matrices a coefficients dans
R ou C.

12 Endomorphismes nilpotents

On fixe E un K-espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de FE.
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Définition 38. On dit que u est nilpotent s’il existe un entier m > 0 tel que u™ = 0.
Dans ce cas, le plus petit entier m vérifiant cette condition est appelé indice de nilpotence de u.

De méme, une matrice est dite nilpotente si une de ses puissances est nulle.

Lemme 39. Supposons que u est nilpotent.
1. L’indice de nilpotence de u est inférieur ou égal 4 dim(FE).
2. On a pi, = X*, ot k est Uindice de nilpotence de u.

3. u est trigonalisable. Plus précisément, il existe une base B de E telle que Mg(u) est strictement
triangulaire supérieure.

Remarquons que le point (3) de ce lemme montre que x, = (—1)"X™.

13 Sous-espaces caractéristiques

On continue avec E un K-espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E.
Pour toute valeur propre A de u, on a vu au Lemme 26 que A est racine de p,. Soit «a) la multiplicité de A
comme racine de p,,. Puisque p,, divise x,, dans K[X] (par le théoréme de Cayley—Hamilton), on a 1 < ay < (.

Définition 40. Soit A € K une valeur propre de u. Le sous-espace caractéristique associé a A est défini
par Fy =ker((u — A-idg)**).

Le sous-espace caractéristique F) contient le sous-espace propre E) associé a A et il est stable par u.

Proposition 41. Soit A € K une valeur propre de u, et n un entier > 1.
1. Sin < ay on aker((u—X-idg)™) C Fjy.
2. Sin>ay onaFy =ker((u—X\-idg)").
3. On a By = dim(F)).

En utilisant ce lemme on peut vérifier que F)\ est le plus grand sous-espace vectoriel de F stable par u sur lequel
u — A -idg est nilpotent.

Théoreme 42 (2°™¢ CNS de trigonalisabilité). Soient \y,...,\, les valeurs propres distinctes de w.
Les conditions suitvantes sont équivalentes :

(i) u est trigonalisable ;

(ii) on a E=Fy, & ---®F), ;
(7i) il existe un polynome P € K[X] scindé tel que P(u) = 0.
(v) p, est scindé.
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Théoréme 43 (3°™° CNS de diagonalisabilité). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) u est diagonalisable ;

(ii) xu est scindé et pour toute valeur propre X de u, on a E\ = F).

14 Décomposition de Dunford

On continue avec E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de F.

Théoréme 44 (Décomposition de Dunford). Supposons que x, est scindé. Alors il existe un unique
couple (d,n) d’endomorphismes de E tel que :

1.u=d+n;
2. d est diagonalisable et n est nilpotent ;
8. d et n commutent, i.e. don =nod.

De plus, d et n sont des polynomes en u.

Cet énoncé admet également une version matricielle, comme suit.

Théoréme 45 (Décomposition de Dunford, version matricielle). Soit A € .#,,(K), et supposons que
XA est scindé dans K[ X]. Alors il existe un unique couple (D, N) de matrices dans #y,(K) tel que :

1. A=D+ N

2. D est diagonalisable et N est nilpotente ;

3. D et N commutent, i.e. D-N =N - D.
De plus, D et N sont des polynémes en A.

La décomposition u = d + n de Théoreme 44 ou la décomposition A = D + N du Théoreme 45 s’appellent la
décomposition de Dunford de u ou de A. Les démonstrations des Théoréemes 29 et 44 suggerent la méthode
suivante pour le calcul de la décomposition de Dunford d’un endomorphisme u.

Soient A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de u. Par hypothese, x,, s’écrit x, = PiB t.. ~Pf "avec P, =\ — X,
pour tout ¢ € {1,...,r}. Les polyndémes Plg oo ,PTB " sont deux a deux premiers entre eux, de sorte que les

polynomes {Qi =11 ot PJB I } sont premiers entre eux dans leur ensemble (aucun facteur commun a tous
1<i<r

les Q;). Par le théoreme de Bézout, il existe donc Uy, ..., U, € K[X] tels que
UrQq1+--+U,Qr=1

Pour tout i € {1,...,r}, le projecteur m; : E — ker PZ/BZ(U) est donné par m; = (U;Q;)(w). On en déduit une
description < explicite > de d et n :

d:i=> Nimi=Y \(UiQi)(u) et n:i=u—d
i=1 i=1

Dans la pratique, les polynémes Q1, ..., Q, s’obtiennent & partir de la décomposition en éléments simples de la
fraction rationnelle 1/x,, : il existe des éléments c11,...,¢1.8,,.--,¢n1,...,¢r8,. € K tels que

T Bi
L e T
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ou encore
r

Bi
1 :Z< Ci7j(Ai—X)ﬁi_j>Qi.
j=1

i=1

=:U;
La décomposition de Dunford est en particulier utile au calcul de I’exponentielle d’'un endomorphisme. En effet,
comme d et n commutent, on en déduit que I'on a

exp(u) = exp(d + n) = exp(d) o exp(n).

Or pour tout entier k£ > 0, on a

r k T
db = <Z by m) => N,
=1 =1

car ™ = 7 pour tout projecteur 7 et tout entier £ > 1. Ainsi, il vient
r \ no—1
exp(d) = em et exp(n)=idg+n+---+-—vr,
p(d) ; i p(n) E (—1)!

ol & > 1 désigne l'indice de nilpotence de n.

Remarque 46. La décomposition de Dunford d’un endomorphisme peut également se décrire de la facon
suvante et termes de ses sous-espaces caractéristiques. Puisqu’on suppose que X, est scindé, u est diagona-
lisable par le Théoréme 35, de sorte qu’on a la décomposition E = Fy, & --- @& F\, du Théoréme 42. Alors
d est ’endomorphisme de E dont la restriction a chaque F, est \; -idg, , et n est I’endomorphisme de E
dont la restriction a chaque F), est Ulp,, — YR idFAi' '

Remarque 47. Une erreur classique consiste a croire que la décomposition de Dunford d’une matrice
triangulaire supérieure est donnée par la somme de sa partie diagonale et de sa partie strictement triangulaire
supérieure. Ce n’est pas le cas, puisque qu’en général ces matrices ne commutent pas. Par exemple, la matrice

1 2 3

A= |0 4 5| € .#5R) est diagonalisable d’apreés le Corollaire 20; sa décomposition de Dunford est donc
0 0 6

A=A+0.

Exercice 14. Déterminer la décomposition de Dunford de la matrice

3 4 =2
A=|-1 -3 1 Ez//g(R).
2 0 -1

En déduire Uexpression de exp(A).

15 Applications de la réduction des endomorphismes

15.1 Suites récurrentes linéaires

Dans cette partie on suppose que K est R ou C.
Soient p € N* et ag,...,ap—1 € K fixés. On s’intéresse dans ce paragraphe a ’espace vectoriel F constitué des
suites (un)nen a valeurs dans K vérifiant la relation de récurrence d’ordre p

Uptp = QU + -+ + Ap—1Uptp—1, pour tout n > 0. (4)

14



L’espace vectoriel E est un sous-espace du K-espace vectoriel KN formé de toutes les suites & valeurs dans K
(qui est de dimension infinie). L’espace E est de dimension p : on constate en effet que I'application ¥ qui, a
une suite (up)n>0 € F associe le p-uplet (uy,...,up—1) € KP de ses p premieres valeurs, est un isomorphisme de
K-espaces vectoriels.

Pour toute suite u = (u, )pen & valeurs dans K et pour tout entier n > 0, on pose

Unp,
Un41
U, = ) e KP.
Un+p—1

On a alors u € E si et seulement si U1 = AU, pour tout entier n > 0, ou

0 1 0o ... 0
0 O 1 0
A= € Mp(K)
0 0 0 1
ap ai cee Qp—1

Autrement dit, © € F si et seulement si pour tout entier n > 0, on a U, = A" Uj.

Définition 48. Le polynome
P=XP—a, 1 XP '~ . —a;X —ag € K[X].
s’appelle le polynome caractéristique associé a la relation de récurrence (4).

On pourrait vérifier (par récurrence sur deg(P) = p) que le polynéme caractéristique de la matrice A ci-dessus
vaut

XA = (_1)pP7

de sorte que les puissances successives de A peuvent étre calculées & partir de cette relation et du théoreme de
Cayley—Hamilton. La matrice A (ou sa transposée) s’appelle la matrice compagnon du polynéme (unitaire) P.
On peut vérifier qu’on a aussi ug = P ou 4 désigne le polyndéme minimal de A.

Voyons comment, dans la pratique, on peut déterminer ’espace E (en en explicitant une base). Pour ce faire,
considérons 1'endomorphisme 7 : KN — KN (appelé opérateur de décalage) qui, & une suite (u,)>q associe la
suite (Up41)n>1. Par définition, 'endomorphisme P(7) : KN — KN est donné par

(Un)n>0 (“n+p — Ap—1Un4p—1 = " — aOun)@o‘

On a donc E = ker P(7). En particulier, E est stable par 7. Dans ce qui suit, on note encore 7 : £ — E
'endomorphisme restreint (que I'on devrait noter 7).

On suppose a présent que le polynéme P est scindé (c’est toujours le cas lorsque K = C par exemple) et qu’il
ne s’annule pas en 0, i.e. que ag # 0 (quitte a faire un changement d’indice, on peut toujours se ramener a ce
cas-1a). On écrit

P=(X =) (X =\,

our > 1, Aj,..., A\ sont des éléments distincts (non nuls) de K et ai,...,q, sont des entiers strictement
positifs. Par le Théoreme 29, on a alors

E =ker P(1) = @ker(r — A\ idg)®. (5)
=1
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Remarque 49. Avec les notations précédentes, on a xr = xa = (—1)PP et ur = pa = P, de sorte que (5)
est en fait la décomposition de E en sous-espaces caractéristiques associés a T.

Pour tout 7 € {1,...,r}, on pose F; = ker(7 — \;idg)® et on vérifie (par récurrence sur «;) que la famille
Fi = (A )nen, (A )nen, (02 X )nen, - -, (07 AT en)

est contenue dans F;. On vérifie facilement que cette famille est aussi libre. En concaténant les familles
F1,Fa, ..., Fr, on construit une famille F de vecteurs de F : cette famille F est libre d’apres la décomposition 5
et contient oy + - - + o, = p = dim(F) vecteurs. C’est donc une base de E.

Remarque 50. Lorsque K = R, le polynome P n’est plus nécessairement scindé, de sorte que la méthode
ci-dessus ne s’applique pas nécessairement. Mais on peut la raffiner de la facon suivante. Le polynéome P
est scindé sur C. Pour chaque racine réelle de P, on procéde comme ci-dessus. Et, pour un couple (\, \) de
racines complexes non réelles conjuguées de multiplicité o, en prenant les parties réelles et imaginaires des
solutions complexes, on obtient deux familles de solutions réelles indépendantes

{(njp" cos(nf))pen :0< j<a—1} et {(njp” sin(nf))pen : 0 < j < a—1},

oty 'on a posé X = pe?? avec p €]0,4+00[ et @ € R~ 2inZ. Ceci permet de construire une base de E.

Exercice 15. Pour chacune des suites (uy)nen Técurrentes linéaires d’ordre 2 suivantes, donner [’expression
du terme général.

1. up =0, uy =1 et pour tout n >0, Upt2 = Upt1 + Uy (Suite de Fibonacci) ;
2. ug =—1, u;p =1 et pour tout n > 0, Uny2 = 2Up41 — Un ;

3. up=1, uy =1 et pour tout n > 0, upy2 = Upt1 — %Un

15.2 Systemes différentiels linéaires

Soient n € N* et A € .#,(R). Dans ce paragraphe, on identifie les vecteurs de R™ & des matrices colonnes & n
lignes.

On s’intéresse au R-espace vectoriel E constitué des solutions Y : R — R™ du systeme différentiel linéaire
homogene & coefficients constants

Y = AY. (6)

On pose Z : R — R"™ lapplication ¢t — exp(—tA) Y. On constate que Y est solution de (6) si et seulement si Z
est dérivable et Z/ = 0. On en déduit que

E ={t— exp(tA) Yy, Yo € R"}

est un espace vectoriel de dimension n. Une base de E est donnée par les vecteurs colonnes de la matrice exp(tA)
(en prenant Yy qui parcourt les vecteurs de la base canonique de R™).

Cette méthode permet de résoudre théoriquement 1’équation, mais elle nécessite de savoir calculer exp(tA), ce
qui peut étre compliqué en pratique. Voyons comment, dans la pratique, on peut déterminer plus explicitement
une base de E. Le polynoéme x4 n’est pas nécessairement scindé dans R[X], mais il 'est dans C[X]. D’apres le
Théoreme 45, il existe un unique couple (D, N) € .#,(C)? tel que

1. A=D+ N;
2. D est diagonalisable et N est nilpotente
3. D et N commutent, i.e. DN = ND.
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La matrice A est réelle, de sorte que
D+N=A=A=D+N.

Par unicité de la décomposition de Dunford, il vient D = D et N = N, i.e. D et N sont également des
matrices réelles. (Attention cependant au fait que D est diagonalisable dans .#,(C) mais pas nécessairement
dans .#,(R); on dit alors que D, vue comme élément de .7, (R), est une matrice semi-simple).

La méthode présentée dans la partie 14 permet enfin de calculer la matrice exp(tA) et donc de déterminer

I'espace E. Plus explicitement, soient Aq,..., A, les valeurs propres complexes de A. Notons respectivement
T T
xa=[J=X)% et pa=][xX=r)™
j=1 J=1

les factorisations du polyndéme caractéristique et du polynéme minimal de A. Par le lemme des noyaux, on a la
décomposition suivante de C™ en sous-espaces caractéristiques associés a A (vue comme matrice a coefficients
complexes) :

C" = Pker((A — A\I)™).
j=1

Pour j € {1,...,r}, posons pour simplifier
Fj = ker((A — )\j]n)aj)

et notons 7; € Z(C") le projecteur sur F; parallelement & @ Fy. Pour Y : R — R” dérivable et j € {1,...,r},

k#j
on pose

YVij=mjoY et Z;=e MY},

que 'on voit comme des fonctions de R dans C". Ona Y =Y] +---+ Y. De plus, pour tout j € {1,...,7}, la
fonction Y; est dérivable et on a

Y’ = AY < pour tout j € {1,...,7}, Y] = AY]
& pour tout j € {1,...,7}, Zi = (A= Njln)Z;.

De plus, dans ce cas, les fonctions Z1, ..., Z, sont de classe C* et pour tout j € {1,...,r}, on a ZJ(.aj) =0
car (A — )\jIn)|Fj est nilpotente d’indice ;. En particulier, Z; est un polynéme a coefficients dans F; de
degré < o; — 1.

1. Supposons A semi-simple, c’est-a-dire A diagonalisable dans .#,(C) (ou encore, avec les notations précé-
dentes, N = 0). Alors, pour tout j € {1,...,7}, on a a; = 1 et donc F}j est égal au sous-espace propre E;
associé a la valeur propre \; de la matrice A vue comme élément de ., (C).

Soit j € {1,...,7}.

(a) On suppose que A; est réelle. D’apres la Proposition 41, le R-espace vectoriel E’; =R"NE; ={X €
R™: AX = X\; X} est de dimension ;. Si (Vl(]), cee Vﬁ(j)) est une (R-)base de F;, on en déduit une
famille libre ,

{e)‘fth(J) 1<k < ﬂj}

de f3; solutions du systéme Y’ = AY & valeurs dans Evj C Ej.
(b) On suppose que A; € C\ R. Soit V€ C". Alors V est vecteur propre pour la valeur propre \; si et

seulement si V est vecteur propre pour la valeur propre )\7] Soit (Vl(j ), ceey ﬁ(j )) une base de E;. On
en déduit une famille libre

{Re( V) 1<k < g} u{m(E V) 1<k < 8

de 2j3; solutions du systeme Y’ = AY & valeurs dans R" N (E; @ E;) associées au couple de valeurs
propres (Aj, Aj).
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Par concaténation de ces familles libres, on obtient une base de E.

2. Supposons que A n’est pas semi-simple. Dans ce cas, on n’a pas en général une écriture aussi simple d’une
base explicite de E (en raison de la contribution de la matrice nilpotente non nulle N). Dans la pratique,
on peut néanmoins déterminer une telle base en utilisant la méthode dite des coeflicients indéterminés
que 'on détaille ici.

D’apres I’'analyse ci-dessus, E est contenu dans le C-espace vectoriel

T
Ze)‘jtPj(t) :Vj € {l,...,r}, Pj est un polynome a coefficients dans F; de degré < o;j — 1
7=1

Cela suggere la méthode suivante. Soit j € {1,...,7}.

(a) On suppose que \; est réelle. On cherche alors des solutions Y de (6) sous la forme Y (t) = e*i!P;(t)
ol P; est un polynome de degré < a;; — 1 (ou encore < 3; — 1 si on ne veut pas calculer le polynome
minimal) a coefficients dans R"™.

(b) On suppose que A;j est complexe non réelle et on pose \; = u;j + iv;, avec uj,v; € R, v; # 0. On
cherche alors des solutions Y de (6) sous la forme Y (t) = e%*(P;(t) cos(v;t)+Q,(t) sin(v,t)) ot P, Q;
sont des polynomes de degré < a;; — 1 (ou encore < ; — 1) a coefficients dans R™.

Exercice 16. Pour chacune des matrices A de I’Exercice 9, résoudre le systéme différentiel Y = AY .

16 Exercices supplémentaires

Exercice 17. Compléter toutes les preuves esquissées ci-dessus.

Exercice 18. Etudier la diagonalisabilité de la matrice de I'Ezercice 7 dans le cas ot car(K) = 2.

Exercice 19. Soit n > 1, et considérons la matrice A € #,,(K) dont tous les coefficients valent 1.

1. Montrer que si car(K) { n alors A est diagonalisable.

2. Que peut-on dire si car(K) | n ?

Exercice 20. Soit M € #,(K). On considére 'endomorphisme ady; de #,.(K) défini par adp(A) = M -
A—A-M. Montrer que si M est diagonalisable, resp. nilpotente, alors adys est diagonalisable, resp. nilpotent.

En supposant que xpr est scindé, en déduire la décomposition de Dunford de adp; en fonction de celle de
M.

Exercice 21. Parmi les endomorphismes de dérivation P — P’  de translation P(X) — P(X + 1), de
différentiation finie P(X) — P(X+1)—P(X) de R, [X], quels sont ceuzx qui sont nilpotents ? trigonalisables ¢

Exercice 22. Soit u € Z(E) et P € K[X]. On montre dans cet exercice [’équivalence entre les propriétés
suivantes :

(i) 1, et P sont premiers entre eux dans K[X] ;

(ii) P(u) € GL(E).
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1. A Uaide du théoréme de Bézout, montrer que (i) = (ii).

2. Réciproquement, on suppose que [, et P ne sont pas premiers entre eux et on note D € K[X] un
diviseur commun avec deg(D) > 1.
(a) Justifier que D(u) n’est pas injectif.
(b) En déduire que P(u) n’est pas inversible et l'implication (ii) = (i).

3. Justifier que si les propriétés équivalentes ci-dessus sont satisfaites, on a P(u)~! € Ku].

Exercice 23. 1. Soient A, B € #,(R). Montrer que si A et B sont conjuguées dans #,(C) (c’est-a-dire
s’il existe une matrice P € GL,(C) telle que A = PBP™1) alors elles sont conjuguées dans ., (R)
(c’est-a-dire s’il existe une matrice Q € GL,(R) telle que A= PBP™1).

2. En déduire que si A € Mp(R) est diagonalisable dans 4, (C) et si toutes ses valeurs propres sont
réelles, alors A est diagonalisable dans #,(R).

Exercice 24 (Topologie des espaces de matrices). Soit K le corps R ou C. On munit #,(K) de la distance
associée a une norme fixée.

1. Montrer que GL,(K) C 4, (K) est une partie ouverte et dense.

2. On suppose que K = C. Montrer que le sous-ensemble de M (K) formé des matrices diagonalisables a
valeurs propres distinctes est une partie dense.

3. Soit M € #,(K), et soit Q C #,(K) sa classe de conjugaison.
(a) Montrer que M est nilpotente si et seulement si 0 € ().
(b) On suppose que K = C. Montrer que M est diagonalisable si et seulement si ) est fermée dans
My (K).
(¢) On suppose encore que K = C. Montrer que 2 est une réunion de classes de conjugaison, et
qu’elle contient une unique classe de conjugaison de matrices diagonalisables.

Exercice 25. Montrer que la suite (n!),>1 n'est pas récurrente linéaire.
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